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Prologo 


Este libro se ha concebido como complemento a !os textos usuales de electricidad o bien como 
libro de texto basico para un primer curso de analisis de circuitos. En el se ha dado una importancia 
especial a las leyes fundamentals, a los teoremas y a las tecnicas que son comunes a los diversos enfo- 
ques expuestos en otras obras. 

Esta dividido en capitulos que tratan los campos de teoria y estudio ya reconocidos, Cada capi- 
mlo empieza por establecer las definiciones, teoremas y prindpios pertinentes, junto con ejempios, 
nguras y demas materia] aclaratorio, A continuacibn, se presentan dos series, adecuadamente gradua- 
das f de problemas resueltos y de problemas propuestos. Los primeros sirven para aclarar y ampliar 
la teoria. Presentan metodos de an&lisis, proporcionan ejemplos practices y centran la atencion en aque- 
Uos aspectos de detaile que son esenciales para que el alumno pueda aplicar correctamente y con segu- 
ridad los principios fundamentals. El gran numero de problemas propuestos como complemento per¬ 
mits realizar un repaso de todas las materias contenidas en el capituio, 

Los temas tratados incluyen el analisis de respuestas y formas de ondas, sistema de numeros com- 
^ejos, notacion matricial, circuitos en serie y paralelos, potencia y factor de potencia, fenbmenos de 
rtsonancia. Se han utilizado ampliamente las matrices y determinantes en el estudio de los metodos 
Ct analisis basados en las corrientes, en las mallas y las tensiones en los nudos. Tambien se ha empleado 
el calculo matricial en el estudio de [as transformaciones estrella-triangulo y en los teoremas de circuitos, 

: = .es como los de superposition y reciprocidad. Se ha procurado explicar con sumo detaile el tema de los 
circuitos con acoplo magnetico y lo mismo puede decirse de los sistemas polifisicos de todos los tipos, 
cedicando atencion especial al circuito equivalente monofisico por sus importantes aplicaciones. Se 
tstudian, simultaneamente, las series trigonometricas y las exponenctales de Fourier, venffcando fre- 
cucmes conversiones de los coeficientes de unas a otras para ver con claridad su correspondence. El 
regimen transitono en corrientes continua y alterna se explica y resuelve empleando ecuaciones diferen- 
r.ales clasicas, de manera que esta materia puede estudiarse perfectamente antes de ver la notacibn fa- 
del Capituio 5 ; en rigor, asi se recomienda para aquellos alumnos cuyos conocimientos matema- 
-_cos se 3o permitan, El metodo de la transformada de Laplace se aplica a muchos de los problemas ya 
eixdiados y resueltos en el Capituio 16 por ecuaciones diferenciales, Esto permite comparar los dos 
metodos y ver claramente las peculiaridades y ventajas del metodo en Question. 

Qucremos aprovechar esta ocasion para expresar profunda gratitud al personal de la Schaum 
p--hiding Company y, en especial, al senor Nicola Miracapiilo, por sus valiosas sugerencias y util co- 
Joaracion. A mi esposa Nma le debo mucho mas que un simple agradecimiento por su continuo apoyo 
v esumulo que tamo han contribuido a la realization de esta obra. 

JOSEPH A* EDMINISTER 


Lni'ersidad de Akron 
23 de agosto de 1965 
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Capitulo 1 


Definiciones y parametros de un circuito 

SISTEMAS DE UNIDADES 

En ingenieria electrica se emplea el sistema internacional de unidades S. I., que considera como 
magnitudes fundamentals la longitud (L), la masa (Af), el tiempo (7") y la intensidad de corriente (/), 
cuyas unidades respectivas son el metro (m) 7 el kilogramo (kg), el segundo (s) y el amperio (A). Abre- 
viadamente, este sistema se llama mksa, que corresponde a las iniciales de las unidades citadas. 

Todas las fdrmulas del libro aparecen racionalizadas, es decir, la constante de la ley de Coulomb 
de Ea e)eeirost£tica se iguala a 1/4 tee, y la correspondiente a la ley de Laplace del magnetismo se iguala 
a p/4n. 

La unidad de fuerza en el sistema racionalizado mksa es derivada; se llama newton y tiene de sim* 
boio N. Una fuerza de 1 newton es aquella que aplicada a un sdlido de 1 kilogramo de masa le comunica 
una aceleracidn de 1 metro por segundo en cada segundo. For constguiente: 

Fuerza (N) = masa (kg) x aceleractdn (m/s 2 ) 

La unidad de trabajo y, por tanto, la de energia, tambien es derivada; se llama julio (J) y correspon¬ 
de al trabajo reatizado por una fuerza de 1 newton cuando su punto de aplicacion se desplaza 1 metro 
en la direccidn del movimiento. La unidad de potencia, en estas condiciones, se llama vatio (W) y co- 
rresponde al julio por segundo. Resumiendo, pues, lJ~lN-mylW=l J/$. 


LEY DE COULOMB 


Establece que la fuerza (de atraccion o de repulsion) entre dos cargas electricas puntuales, q y q\ 
e$ directamente proporcional al producto de ambas e inversamente proporcional al cuadrado de su 
distancia r, Matematicamente, se escribe en la forma 



siendo k la constante de proporcionalidad (con dimensiones) y que depende, por una parte, del sistema 
de unidades empleado y, por otra, del medio donde esten situadas las cargas. Concretamente, en el sis¬ 
tema mksa en el que la unidad de carga electrica es derivada y se llama culombio (C), y en el vario o 
espacio libre el valor de dicha constante es 


k Q = 9 x 10 9 N * m 2 /C 2 


1 


Como ya hemos adelantado, el sistema mksa racionalizado es aquel que hace k Q = -—» con lo 
que la ley de Coulomb adquiere la forma F =^- - Enel vacio (subindice cero)tendremos/c 0 = » 

de donde 

8,85 x HT 12 C 2 /N*m 2 


1 


1 


10 " 


4;rk 0 4*(9 x IQ 9 ) '' 


36 


Si el medio donde se Italian las cargas no es el vacio, la fuerza que aparece entre las cargas mducidas 
reduce la resultante, En el aire, el valor de e es ligeramente superior a € 0 y, en la practica, se consideran 
iguaies. Para otros medios distintos del aire, el valor de e se define por 


« - *e 0 

en donde K es una constante de proporcionalidad adimensional que se llama constante dielec trica re¬ 
lative o capacidad induetiva especifica del medio en cuestion. El valor € = se denomina permitividad 
o constante dielectrica absolute del medio, con lo que e 0 es l a pcrmilividad del vacto , Para el espacio fibre, 
pues, K = 1 y t — e 0 . 

Hemos dicho anteriormente que la unidad de carga en el sistema mksa es el culombio (C); se puede 
definir como aquella carga que, situada frente a otra igual a 1 metro de distancia y en el vacio, se repelen 
con una fuerza de 9 x 1G 9 newton. Los submtiltiplos mis utilizados del culombio son 

1 pC - 1 microculombio = 10” 6 C 
1 pC i= 1 picoculombio = 10“ 12 C 

La carga elemental correspondiente al electron (™e), o al proton ( + e), vale e = 1,602 x 10“ 19 C. 

1 
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2 DEFINJCIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCU1T0 [CAP. 1 

DIFERENCIA DE POTENCIAL v 

La diferencia de potential o tension v entre dos puntos de un campo electrico es, por definition, 
el trabajo necesario para desplazar la unidad de carga electrica positiva de un punto al otro en contra 
o a favor de las fuerzas del campo. En el sistema mksa, la unidad de diferencia de potencial es el voltio 
(V) y corresponde al trabajo de 1 julio (J) al desplazar 1 culombio (C) de carga de uno al otro punto, 
es decir, 1 V = 1 J/C. 

Si entre dos punlos existe una diferencia de potencial v (d.d.p.), el trabajo necesario para desplazar 
una carga q sera qv y la carga se moverii del punto de mayor al de menor potencial. 

Un agente o dispositivo, tal como una bateria o un generador, posee una fuerza electromotriz (f.e.m.) 
si es capaz de suminjstrar a una carga electrica la energia suficiente para hacerla circular por el, del ter¬ 
minal de menor al de mayor potencial. La f.e.m. se mide por la d.d.p. en bomes del generador cuando 
no suministra corriente electrica, es decir, en circuito abierto. 


CORRIENTE ELECTRICA / 


Todo cuerpo con electrones libres capatces de mo verse entre los itomos de la red cristalina del raismo 
se llama conductor. Una de las causas que origina este movimiento es la aplicacion al conductor de una 
diferencia de potencial, 

Cuando de un punto a otro de un conductor se desplaza una o m£s cargas electricas diremos que 
circula por el una corriente electrica. Si la carga se transfiere a una velocidad de 1 culombio por segun- 
do (C/s) la corriente por d conductor tiene una intensidad de 1 amperio (A)- es decir, 1 A = 1 C/s. 
En general, la intensidad de corriente instantinea i en un conductor es 


,-r A) -^l 
MAJ dt(s) 


Por convenio, se ha establecido como sen- 
tido positivo de la intensidad de la corriente 
electrica el opuesto al del. movimiento de los 
electrones. Vease Figura 1-1. 



— movimieDto de los electronics 
KDtido dc corriente i > 


Fig. 1-1 


POTENCIA p 

La poteocia electrica p se define por el producio de la diferencia de potencial o tension aplicada v 
y la intensidad de corriente / a que da lugar. La unidad de potencia es el vatio (W), de manera que 
1 W = 1 V * A. Matematica se escribe: 


p (W) = v (V) x /(A) 

For definition, corriente electrica positive es aquella que cireu- 
la en el sentido indicado por la flecha que aparece en d generador o 
fuente de tension, es decir, del terminal o polo negativo al positivo, 
como se indica en la Fig. 1-2. Si la potencia p es positiva quiere 
decir que la fuente entrega corriente al circuito, esto es, suministra 
energia. 

En el caso de que la potencia p sea una funcion periodica del 
tiempo f, de periodo 7\ se define el valor medio por: 



Fig.1-2 


1 C 

Potencia media P = ^ J p dt 

ENERGIA tv 

Como la potencia p es la variacidn de energja transferida en la unidad de tiempo. 


p — de donde W 
fit 




dt 


siendo W la energja total suminislrada durante un intervalo de tiempo dado. 
La unidad de energia, como ya dijimos, es el julio: 1 J = 1 W ■ s. 
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CAP * 0 DEF1NICI0NES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


3 


ELEMENTO RESISTIVO, BOBINA V CONDENSADOR 

AI suministrar energia electrica a un elemento pasivo de un circuito, este se camporta o responde 
de una, o mas, de estas tres formas. Si la energia la disipa el elemento, es resistivo puro; si la almacena 
cn un campo magnetico, es una bobina pura, y si la acumula en un campo electrico, es un condensador 
puro. En la practica, ios componentes de un circuito se comportan de mas de una de dichas formas, 
y rauchas veces de las tres simultaneamente; pero lo normal es que predomine uno de los efectos citados 
sobre los otros. Se puede disenar una bobina con un gran coeficiente de autoinduccion; sin embargo 
e! rnlo con el que se fabrica presenta cierta resistencia imposible de anular; es un ejemplo tipico de un 
elemento, bobina, que se comporta ante la energia electrica de dos maneras, es dear, tiene dos oroDie- 
dades. 


RESISTENCIA r 

La diferencia de potencial v(t) en homes o terminates de un elemento 
resistivo puro es directamente proporcional a la intensidad de corriente 
/(/) que circula por el. La constante de proporcionalidad R se llama resis¬ 
tencia electrica del elemento. Matematicamente se expresa en la forma. 

v(t) = Ri(t) obien i(t) = ^ 

ti 

La unidad de medida de la resistencia en el sistema mksa es el ohmio (Q) 
y corresponde a la resistencia de un elemento que al aplicarle una d.d.p. 
de 1 voltio circula por el 1 amperio, es decir, 1 H = 1 V/A. 

Observese que no se ha hecho restriction alguna sobre la forma de las funciones v(t) e /(/); pueden 
ser constantes en el tiempo, como ocurre en los circuitos de corriente continua (c.c.) o funciones trigo- 
nometneas seno o coseno, como en los circuitos de corriente alterna (c.a.). 

Respecto a la notaci6n, las funciones del tiempo las representaremos por letras minusculas (i?, i,p); 
las magnitudes constantes se indicaran por las mayusculas correspondientes {K, /, P ), asi como los pi- 
cos, valores maximos o amplitudes con el subindice m {V I P \ 

‘ BII ftt I * rtf/' 



AUTOINDUCCION L 


Al variar con respecto al tiempo la corriente que circula por un cir¬ 
cuito, el flujo magnetico que lo atraviesa experimenta los mismos cambios. 
Ahora bien, toda variacion de flujo magnetico origina una fuerza electro- 
motriz que se opone a dicha variacion. En estas condiciones, si por una 
bobina circula una corriente de intensidad variable, se origina en ella 
una f.e.m. inducida v que es directamente proporcional, siempre que la 
permeabilidad magnetica sea constante, a la variation con respecto al 
tiempo de dicha intensidad. Matematicamente se expresa en la forma 

v (*) = obien i(t) - v dt 



Fig. 1-4 


El coeficiente de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinduccion o, simplemente, autoinduccion 
de la bobina. 

Si la tension v se expresa en voltios (V) y dijdt en amperios/segundo (A/s) el coeficiente de autoin¬ 
duccion L se mide en voltios x segundo/amperio y se llama henrio (H); es decir, 1 H = 1 V • s/A. Segun 
esto, una bobina tiene un coeficiente de autoinduccion de i H si al circular por ella una corriente que 
\aric a ra 2 on de 1 A/s se induce una f.e.m. entre sus homes de 1 V. 


CAPACIDAD C 


La diferencia de potencial v en bornes de un condensador es propor¬ 
tional a la carga q en el almacenada. La constante de proporcionalidad C 
sc llama capacidad del condensador. Matematicamente se expresa en la 
forma 

<Ht} = Cv(t), i = § = 


v(t) 


•IS' 


dt 



Fig. 1-5 
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4 DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCU1TO [CAP. 1 

En el sistema mksa la unidad de capacidad se llama faradio (F). La capacidad de un condensador 
es de 1 faradio cuando almacena 1 culombio (C) de carga al apbcarle una d.d.p. de 1 volno; es dear, 
I p = i c/V. Como se trata de una unidad muy grande, se emplean los submultiplos siguientes: 

1 ,iF = 1 microfaradio = 1(T 6 F y 1 pF = 1 picofaradio = 10' ,J F 


leyes de kirchhoff 

1 La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es igual a la suraa de las inten- 
sidades que salen de el. Si se consideran positivas las cornentes que llegan y negativas las que salen, esta 
ley establece que la suma algebraica de las intensidades de todas las corrientes que concurren en un nudo 




I intensidades que enlran « Z intensidades que salen 
ii + i> = ii + U + is 
o bien ii + i» — it — U ■” is = 0 
Fig.1*6 


Z subidas de tension = Z caidas de tension 

v A — v, ~ Ri + L*(di/dt) 
o bien v A — v B — Ri — L{difdt) ~ 0 
Fig.1-7 


2 En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las fuerzas electromotnces aplicadas, 
o subidas de tension, es igual a la suma algebraica de las caidas de tensidn en todos los elementos pasi- 
vos. En otras palabras, la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo circuito cerrado es 
nula. Es importante observar que las fuerzas electromotnces de las fuentes o gener?dores que contenga 
la malla han de sumarse algebraicamente, considerando como positivas las fuentes cuyo sentido de 
poiaridades (de - a +) coincida con el asignado previamente a la cornente en el circuito. 


Respues ta de los elementos pasivos de un circuito 


Elemento 

Tensidn 

en bornes del elemento 

Corriente 
por el elemento 

Resistencia R 
(resistivo) 

v(f) = R i(0 

.... v(J) 

Kt) = -g- 

Autoinducoon L 
(bobinaj 

11 

P* 

p 

II 

Capacidad C 
(condensador) 

v(t) = idt 

•'“> = c f 


Sistema intemacional de unidades mksa 


Magnitud 

Unidad 

Magnitud 

Unidad 

Longitud / 

Masa m 

Tiempo t 

Fuerza F> j 

Energia 1*'. to 

Potencia P. p 

metro m 

kilogramo kg 

segundo s 

newton N 

julio J 

vatio W 

Carga Q , </ 

Potencial F, v 

Corriente /, / 

Resistencia R 

Autoinduccidn L 
Capacidad C 

culombio C 

voltio V 

amperio A 

ohmio ft 

henri.o H 

faradio F 
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CAP I] 


DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


5 


Problemas resueltos 


1-1 En el circuito cerrado de la Fig. 1-8 la tension aplicada es V = 45 voltios. Hallar la intensidad de 
la corriente que circula por el, asi como la caida de tension y la potencia disipada en cada elemento 
resistivo del mismo. 


En una malla o circuito cerrado la suma algebraica de las subi- 
das de la tension (origmadas por las fuerzas electromatrices de las 
fuentes) es igual a la suma correspondiente de las caldas en sus ele- 
roentos. Por tanto, 

V = (2)/ + (6)/ + (7)/, 45 = 157, / = 3 A 

La caida de tension en el elemento resistivo de 2 Q es V 2 = ^ = 
(2H3) - 6 V. Anilogamente, V 6 = (6)(3) = 18 V, y P 7 = 21 V. 

La potencia disipada por el elemento de 2 ft es P 2 = V 2 l — (6)(3) = 
18Wobien P 2 = R 2 I 2 = (2)(3) 2 - 18 W. AmUogamente, P b - V b l = 
54 W, y P 7 - V,l = 63 W. 


2n 



1-2 Una corriente 7 r se divide entre dos ramas en paralelo de resistencias R t y R 2 respectivamente, 
como indica la Fig. 1-9. Deducir las expresiones de las intensidades de corriente I 2 e I 2 en cada 
una de las ramas. 


En cada rama, la caida de tension ha de ser la misma: V =* 
R x 7, = R 2 I 2 . Por consiguienle, 




dc donde h 


7i + U = 

V 

Rx 

+ 

II 

= 

Rx 


_( Rt > 

Ur- 

Analogamenie, 

\/?i 4- RiJ 



1-3 Tres resistencias, R u R 2 y /? 3 , estan asociadas en paralelo; 
como indica la Fig. 1-10. Deducir la expresion de la resis- 
tcncia equivalente R e del circuito. 

Se supone aplicada una tension i^f) entre los puntos A y B, con 
lo cual circularin por las resistencias R u R 2 y R$ unas corrientes 
de intensidades fjd), i 2 (/), i 3 (f). respectivamente. La corriente por R e 
debe ser la intensidad total i T {t). Por tanto, t>(0 = - RihiO - 

Riijit) = R e i T U). y 

»r(*> = MO + MO + MO o bien ^ ^ ^ 

n. Hi r c» rtj 


1-4 


Es decir. 


J_ _ -L+X + J- 

R. R, R. T R, 


En un circuito paralelo de dos ramas, 


o bien R• 


RiRx 

Rx 4* R\ 


72, 



El circuito de la Fig. 1-11 contiene dos fuentes de tension 
constante, V A y V B . <,Que energia suministra cada una de 

eilas 0 


La suma de las subidas de tension es igual a la suma de las caidas 
de tension en todo circuito cerrado, por consiguiente, 

20 - 50 = (1)7 + (2)7, / « -10 A 

Potencia suministrada por V A = V A ! = 20<—10) = -200 W. 
Potencia sumimstrada por V a = V & I — 50(10) = 500 W. 



Fig. 1-9 



Ji R x 

—wvw- 


Ju. Rx 
-MVvV 


Rs 

««■ «i 


V{t) 


Fig. 1-10 


1 
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DEFINICIONES y PARAMETROS DE UN C1RCUITO 


[CAP. I 


1-5 


En el circuito de la Fig. 1-12 (a) la tensidn del generador viene 
dada por v{i) = 150 sen cot. Haliar la intensidad /(/), la potencia 
instantinea p(t) y la potencia media P. 

i(t) - 4 v <*) - s« n <■>* = 6 sen ut A 

R 

p(t) = = (150 sen ^t)(6 sen wt) = 900sen*wtW 


P = A ( 900 sen* ut d(»t) ~ j |(1 — cos 2^0 diet) 

~ J 0 ~ Jo 

~ - £sen 2u)tJ = 450 W 



La corriente /(f) eslA relacionada, como hemos visto, coo la tension v{l) por la constante R. La curva de po¬ 
tencia instantAnea se puede deducir punto a punto mulUplicando las ordenadas correspondientes de v e /, como 
se indica en la Fig. 1-12(6). Observese que asi como v e i son ambas positivas o ambas negativas en cualquier 
instante, su producto siempre es positivo. Esto concuerda con el principio de conservacidn de la cnergia> esto 
es: siempre que circula una corriente electrica a traves de una resistencia se consume una energla electrica que 
ha de ser proporcionada constantemente por algiin generador. 




Fig. M3 


1-6 La funcidn de intensidad de corriente de la Fig. 1-13 es una onda cuadrada periodica. Con esta 
corriente, circulando por una resistencia pura de 10 ohmios, obtener las curvas de tensidn i?(/) 
y de potencia pU) instantdneas. 

La tension es directamente proporcional a la intensidad de corriente, i/('> “ R '(0- El va l° r niaximo es 
Ri^' - (5)(10) - 50 V. 

La curva de potencia se obtiene punto a punto por el producto p = vi. El valor mAximo es = 

(50X5) = 250 W. 

1-7 La funcidn de intensidad de corriente de la Fig. 1-14 es un diente de sierra periddico que se apiica 
a una resistencia pura de 5 ohmios. Haliar los valores instantAneos v(t)yp(t) y la potencia media P. 


Como v(f) — P i(0i v »»« — - (5)(10) = 50 V 

Para 0<K2X 10- S. 1 = t = 5 X 10*f. Por tanto. 

^ ^«X|0-5 

V = Ri = 25 X 10*t, j) = vi = 125 X 10*1*. P = g x 10 -j 


125 X 10*t' dt ~ 167 W 
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CAP. 1] 


DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 





15 n 


Fi * x ' u Fig. 1.-15 

M En cl circuito de la Fig. M5Ja intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios es /(/) = 
6 sen tot amperios. (a) Hallar la corriente en las resistencias de 15 y de 10 ohmios, as 1 como las 
tensiones entre ay by entre bye. (b) Calcular la potencia media e instantdnea consumida en cada 
resistencia. 

{a) La tensi6n v * en las resistencias de 5 O y 15 £1 ha de ser la misma; por tanto, 

= R 3*s = ( 5 K 6 wO ^ 30 sen w/ e i 15 = vJR^ = 2 sen tot 

Ahora bien T i 10 = ; 13 + i s = 8 sen m, con lo que = R 10 i l0 = 80 sen c ot 

ib) La potencia instantinea es p = vi. De esta forma, p 5 *= (30 sen o>/)(6 sen ait) = 180 sen 2 a t, Anilocamen- 
te, p l5 = 60 sen 2 m y p lQ = 640 sen 2 ait. 

La potencia media en Ja resistencia de 5 Q es 

F* = - 180 sen 1 ut d(uf) - - f 180[|(1 — cos 2u()] dM) - 90 W 

Del mis mo modo se obtienen P 1S ~ 30 W y P i0 ~ 320 W. 

1-9 En homes de una resistencia pura de 2 ohmios se aplica una tension v[t) dada por 

M)° , 


v(t) = 50 


_ M) 2 («ty 

2! 41 


61 


voltios 


Detcnmnar la intensidad de corriente y potencia disipada por este elemento. 

DesarroJJando cos x en serie de potencias de jit, cos x — l — ^-+— 

2! 4! 81 

Por consiguiente, v{t ) = SOcos^i, t(t) = 26 cos at, = 1250 cos 1 vt, y p = 025 W. 

M0 En homes de una bobina pura de autoinduccidn L = 0,02 
henrios sc aplica la tension v(t) = 150 sen 1000/. Hallar la 
corriente/(f), la potencia instantdnea p(t) y la potencia media P. 


*<0 "if v ^ dt ~ oTteJ" 150 senlOOOf dt 
— 15 ?/ ~cos lOOQt \ __ 

0,02V 1000 j 



0.02 H 


~7,5 cos lOOOf A 


Fig.l- 16 (c) 


/>=«■=-! 50(7,5 }(| sen 2QOO») = -562,5 sen 2000f W. [sen x cos * = i sen 2*.] Evidememcnte, la poten¬ 
cia media P es cero, como se indica en la Figura 1-16(6). 
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DEFINICJONES Y PARAMETROS DE UN C1RCU1TO 


[CAP. 1 






J-ll Por una bobina pura de autoinduccion igua] a 3 milihennos circula una corriente cuya forma 
de onda es la representada en la Fig. 1-17. Dibujar la grafica de la tension r(r) y de la potencia 
instantanea p(r). ^Cual es la potencia media /*? 


La intensidad de corriente instantanea /(t) viene dada por [vease Fig. 


(1) 

0 < 

t < 2 ms 

t = 5 x 10 3 f 



(2} 

2 < 

t < 4 ms 

i = 10 



(3) 

4 < 

( < 6ms 

i = 10 ~ 10 x 10*(t - 

4 X 10" J ) = 50 - 

10 x 10 3 t 

(4) 

6 < 

i < 8 ms 

i - -ID 



(5) 

8 < 

i < 10 ms 

i ~ -10 + 5 x 10 s (i - 

- 8 x 10 _1 ) - —50 

t 5x l0*e 


Las 

tensiones correspondientes son: 



CD 


_ T di 
L dt 

= 3 X lO- 1 ^ (5 X 10 a £} = 

dt 

15 V 


(2) 


II 

= 3X10- ! ^ ( aO) = 0 



(3) 

i 

1! 

= 3 X 10-* (50 - 10 X 10 4 t) = -30 V, etc. 



Los 

valores de 

la potencia instantanea eorrespondiente son: 


(1) 

v - 

- bi — 

15(5 x 10 5 0 = 75 x 10 1 * 

W 


(2) 

V - 

= vi ~ 

0(10) = 0 W 



(3) 

P = 

= vi “ 

-30(50 - 10 x 10 3 f) . = - 

T500 + 300 x 10 3 £ W 

, etc. 


La potencia media P es. evidemememe, nuJa. 


1-12 En el circuito constituido por dos bobinas de autoinduccion 
L x y L 2 conectadas en serie se introduce un generador de ten* 
sidn Hallar la autoinduccion equivatente L e que puede 
sustituirlas y por la que circularia la misma intensidad de 
corriente. 


Tension apticada = caida de tension en L x + caida de tension en 


v(t) 




U 


di 

dt 


de donde L r — L t + L z . 



L t 


U 


Fig. M8 
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1-13 Hallar la autoinduccion L e de la bobina equivalente a dos bobinas de autoinducciones L x y L 2 
asociadas en paralelo como se representa en la Figura 1-19. 

Supongamos aplicada una tension i>(0 en los bomes de la asociacion en paralelo, y que las corrientes que 
circulan por L t y L 2i sean e i 2t respectivamente, Como la intensidad total i T es la suma de las intensidades 
en cad a rama, 

t, = t'i + i* o bien J™ vdt — + 


Por tamo. 


L, 



o bien 


U 


LiLt 

Ifi + Lt 


El reclproco de la autoinduccidn de la bobina equivalente a un niimero cualquiera de bobinas asociadas 
en paralelo es la suma de los redprocos de las autoinducciones individuates. 



0.2 h 


0.3 H 


0.6 H 


Fig.1-20 


1-14 


Tres bobinas puras est£n conectadas como indica la Fig. 1-20. £Cual es !a autoinduccion equiva¬ 
lente L r de la bobina que puede sustituir a todo el circuito? 


La autoinduccion equivalente de la asociacidn en paralelo es L p =-— 

£i + L 2 

La autoinduccion equivalente del circuito es L e = 0,2 + L v = 0,4 H. 


(0,3){0,6) 
0,3 + 0,6 


0,2 H. 


1-15 Por una bobina pura circula una corriente de intensidad f(0 = sen euf. Suponiendo que la 
energia almacenada en el campo magnetico es cero para t - 0, obtener y dibujar la funcion de 
energia w(f). 

- L^(I m sen at) - wLUcoswt 
p(t) — vi = wL/i sen at cos sen 2at 

M f ) — ^ sen 2wt dt — JL/i [—cos 2wt + 1] = 

Para ou = n/2, 3?i/2, 5 te/ 2, etc., la energia almacenada e$ maxima e igual a jLI*. Para (Dt = 0, tf, 
2n t 3ji, etc., dicha energia es cero. En la Fig. 1-21 se pueden observar estos resultados. 

Cuando p(t) es positiva, la energia se almacena en la bobina. En los intervalos de p{i) negativa, la energia 
del campo magnetico pasa de la bobina al generador. Asi, pues, una bobina pura no consume energia. La po- 
tencia media es nula y no existe transmision de energia. 



Fig. 1-21 
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DEF1NIC10NES Y PARAMETROS DE UN CIRCU1TO 


[CAP, 1 


1*16 Consideremos un CDEidensador puro al que se le aplica una tension u(r) = V m sen (ot. Hallar la 
intensidad i(r), la potencia p(t ), la carga q(t) y la energia w(t) almacenada en el campo electrico 
suponiendo que w;(f) = 0 en el instante t = 0, 


i(t) 

= Cdv/dt 

— wCVm cos ut A 

Pit) 

= vi — 

J u CV^sen2^f W 

git) 

= Cv = 

CV„ sen C 

w(t) 

= X pdt 

- \CVl (1 - cos2wt) = $CVl sen 1 mt J 


Para a >t = n/2 t 3n/2, 5i r/2, etc;, la energia almacenada es maxima e igual a \CV Cuando / = 0, n, 2n> 
3ji, etc., Ja energia almacenada es nula. Todo esto se pone de manifiesio en la Figura 1-22. 

Durante los intervals en que p(t) es positiva, la energia pasa del generador al campo electrico del con- 
densador y se va almacenando en el, Cuando p{t) es negativa, la energia almacenada retoma al generador. La 
potencia media es nula y no exisie transmision de energia. 





1*17 Hatlar la capacidad equivalente de la asociacion en paralelo de lcs dos condensadores Cj y C 2 
que se indican en la Figura 1-23. 

Supongamos aplicada una tension r{/) a la combinacion en paralelo de dichos condensadores, y scan i l 
e i 2 las intensidades de corrientes que circulan por C] y C 2 , respectivamente. En estas condiciones, si la inten, 
sidad total es / r , 

t T .= i, + j, obien C.£v(t) - C,£ v(t) + C,^ v(t). con lo que C. = C, + C, 

La capacidad del condensador equivalente de un numero cualquiera de condensadores asociados en pa- 
ralelo es la suma de las capacidades individualcs. 



Fig. 1-23 



Vi 


V* j 


UC t 

| (Cl 

i 

it it 




v{t) 


Fig. 1 -2-1 
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CAP. I] DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO II 

1-18 Hallar la capacidad equivalente C e de la asociacion en serie de los dos condensadores C, y C 2 
que se indican en la Figura 1-24. 

Supongamos aplicada una determinada tension al circuito serie. Se ha de verificar: 

Tension aplicada ** caida de tension en C, + caida de tensidn en C 2 

t(()d( + d- j i(l) dt 

Ponanto. i = £ + ° bie " C '=£rk 

EJ reclproco de la capacidad del condensador equivalente de un numero cuaiquiera de condensadores 
asociados en serie es la suma de los reciprocos de las capacidades individuates. 


1-19 Hallar la capacidad equivalente C e de la asociacion de con¬ 
densadores representada en la Figura 1-25. 


La capacidad equivalente de la rama serie es 


C s 


- c ‘ c < = (Mi - 2 uF 

C, + C, 3 + 6 * V 


Por tan to, la capacidad equivalente pedida es 


C, = 4 + C s = 6 = 6 X 10"* F. 


4 

—It— 

i pt 6 jiF 

il—II- 

Fig. 1 - 25 


1-20 Por el circuito serie de la figura circula una co- 
rriente de intensidad /(f) cuya forma de onda se 
indica en la Fig. 1-26. Hallar la tension en cada 
elemento y representarlas graficamente con la 
misma escala de tiempos. Representar, asimismo, 
la carga <f(f) del condensador. 

En bornes de la resistencia: a* = Ri 

La grafica de es semejante a la de intensidad de 
corrienie, pero con un valor de pico igual a (2)(10) = 20 V. 

En bomes de la bobina: v L - Ldijdt 
(1) 0 < i < lms i - 10 x 10 3 f 

v L = (2 X 10“ 3 )<10 X Hr) = 20 


, vWVW-'TftRT'—1(- 

, 7Q 2 oiH l\ 

5Q6 /hF 



(2) 1 < t < 2 ms i - 10 

v, = (2 x 10 a )(0) = 0 

etc. 


En bornes del condensador: 
(1) 0<Klma - 



1 

500 x 10- b 


/ 

X' 


i dt 

(10 X 10 3 f) dt 


- 10 x 10't 1 


(2) 1 < ( < 2 ms v c 

etc. 


10 + soohirj' {mdt 

m - 1 

10 + 20 x 10 a (t-10- a ) 


La grafica de q se obtiene facilmente a partir de la 
relacion q = Cv c . Observese que cuando / es positiva, q 
y t) c aumentan, es decir, la carga del condensador y la ten¬ 
sion entre sus armaduras aumentan simultaneamente. 
Cuando i es negativa. ambas disminuyen. 



VL 






20 






t 


1 

2 

3 

4 i 

> 6 x 10* 

20 









Fig.1-26 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP, 1 


Problemas propuestos 

1-21 Tres elementos de resistencias R 2 estdn asociados en serie y el conjunto se alimenta con ana tensidn cons¬ 

tants V. La caida de tension cn Ri es de 20 voltios, la potenda disipada en R 2 es de 25 vatios y la resislenda 
vale 2 ohmios. Hallar la tension V sabiendo que la intensidad que drcula por et circuito es de 5 amperios. 
Sol 35 V 

1-22 La resislenda equivalente R r de das en paralelo, y vale -j* ohmios, Una corriente drculando por d cir- 

cuito en paralelo se divide entre las dos resistencias en la proporcidn 2 a 1. Hallar los valores de y R 2 . 
Sol R t = 5 ft; R 2 = 10 ft. 

1-23 (a) Hallar )a resislenda equivalente R t de las cualro re¬ 
sistencias de la Figura t-27. 

(6) Apiicando una tension constanie V — 100 voltios al 
conjunto, <,que resistencia disipara mayor potencia? 

Sol (a) R t — 5,42 ft; 

La resislenda de 5 ft disipa P — 9 57 W 


10(1 

p- WvW— 


sn 

r—WW— 

2a 


ISO 

—WvV— 1 


L^WV\r-l 


Fig. 1-27 


1-24 Un circuito se alimenta por dos generadores de tension constanie, como se indica en la Fig. 1-23. Hallar la po- 


1-27 


1-28 


1-29 


tencia P sumimstrada por cada generador. 


Sol P 2i m 75 W; P, = 15 W 




1-25 En el circuito de la Fig. 1-29 hallar la tension constante V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu- 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol 126 V 

1-26 ^Cuil es la intensidad de corriente suministrada por el generador de 50 voltios de d.d.p. en bomes a la asocia- 
cidn de resistencias del drcuito de la Figura 1-307 Sol 13,7 A 



3n 


Fig. 1-30 

Hallar el valor de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caida de ten- 
sidn en ella vale 25 voltios. Sol 4,76 ft 

^A que valor debe ajustarse la resistencia R de la Fig. 1-32 para 
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios ? 
Sol 16 ft 

Una resistencia de 10 ohmios esta conectada en serie con la aso- 
ciacidn en paralelo de dos resistencias de 15 y 5 ohmios. Si la in¬ 
tensidad de corriente constante que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en 
las tres resistencias, Sol 880 W 




Fig.1-32 
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12 DEFINICIONES Y PARAMETR.OS DE UN CIRCUITO [CAP. 1 

Problemas propuestos 

1-21 Tres elementos de resistencias R u R 2 , estin asociados en serie y el conjunto se ahmenta con una tension cons¬ 
ume V. La caida de tensidn en R x es de 20 voltios, la potencia disipada en R 2 es de 25 vatios y la resistencia 
vale 2 ohmios. Hallar la tensidn V sabiendo que la intensidad que circula por el qrcuito es de 5 amperios, 
Sol. 35 V 


10 

1-22 La resistencia equivaleme R f de dos en paralelo, R } y R 2 , vale — ohmios. Una corriente circulando por el cir- 

cuito en paralelo sc divide entre las dos resistencias en la proporcidn 2 a 1. Hallar los valores de y flj. 
Sol. R x = 5 O; R x = 10 0. 

ion 5n 


1-23 (a) Hallar la resistencia equivalente R t de las cuatro re¬ 

“*-VvVvV — 



sistencias de la Figura 1-27. 




(6) Aplicando una tension constante V - 100 voltios al 



lfin 

conjunto, iqu6 resistencia disipaU mayor potencia? 

LJ WW— 




1-24 


Fig 1 -1-27 


Sol. (a) R 4 -5,42 0; 

(A) La resistencia de 5 Q disipa P = 957 W 
Un circuito se alimenta por dos generadores de tension consume, como se indica en la Fig. 1-28. Hallar la po- 


tenda P suministrada por cada generador. 


Sol. P 2S = 75 W; P, = 15 W 




1-25 En el circuito de la Fig. 1 -29 hallar la tension consUnte V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu- 
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126 V 


1-26 ^Cuil es la intensidad de corriente suministrada por d generador de 50 voltios de d.d.p. en homes a la asocia- 
cidn de resistencias del circuito de la Figura 1-30? Sol 13,7 A 




1-27 Hallar el valor de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caida de ten- 
si6n en ella vale 25 voltios. Sol. 4,76 fl 

1-28 iA que valor debe ajustarse la resistencia R de la Fig* 1-32 para 
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? 
Sol. 16 Q 

1-29 Una resistencia de 10 ohmios esta conectada en serie con la aso- 
ciacidn en paralelo de dos resistencias de 15 y 5 ohmios. Si la in¬ 
tensidad dc corriente constantc que circula por la resistencia 
de 5 ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia toUl disipada en 
las Ires resistencias. Sol, 880 W 
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1-30 Las autoinducciones L t y L 2 de las bobinas de la Fig. 1-33 estan en la relation 2 a 1. Sabiendo que la autoin- 
duccion equivalente L e de las tres vale 0,7 henrios, hallar los valores de y L 2 . 

SoL Li = 0,6 H; 1 2 = 0,3 H 

1-31 Las tres bobinas en paralelo de la Fig. 1-34 equivalen a una bobina de autoinduccion L e igual a 0,0755 henrios. 
(a) Hallar el valor de la autoinduccibn desconocida L . 0) ^Existe algun valor de L que haga L e igual a 0,5 heti- 
rios? {c) iCuil seria el valor maximo de L e si la autoinduccion L se pudiera ajustar sin limites? 

Sol. {a) L =: 0,1 H; (b) no; (c) 0,308 H 


0.5 H 

L, 


—'TftRT'— 

0.6 H 


0.5 

Hh 

■ 

0.6 jjP 

Hh 

—n^~ 

U 

—— 




0,2 P F 

HH 


c 

—It— 


Fig.1-33 


Fig.1-34 


Fig. 1-35 


1-32 Hallar el valor de C para que la capacidad del condensador equivalente a la asociacion de la Fig. 1-35 sea de 
0,5 microfaradios. SoL 0,4 pF 

1*33 A la asociacion de los cuatro condensadores representados en ]a Fig. 1-36 se aplica una tension constante de 
100 voltios, Hallar la carga q en culombios que adquiere 
cad a condensador. 

SoL ? 0p a = 40 /jC; q^ 2 = 10 /rC; 

¥o, 3 = 15 /iC; qwt = 35 pC 

1-34 Los dos condensadores de la Fig. 1-37 se cargan mediante 
una conexion momentinea a tension constante de 50 vol¬ 
tios entre los bornes A y B. A continuacibn, se unen dichos 
terminates A y B sin el generador de 50 voltios. Determinar 
Ea carga final de cad a condensador. 

SoL q 2 o = 444,33 pC\ ^ 40 = 888,67 pC 



A o~ 


Fig, 1-36 

HI-II- 

20 jjF 40 isY 

Fig. 1-37 


-QB 


1-35 Demostrar que al aplicar una tension v = V m sen on a una resistencia pura /?, la energia viene dada por 

_ Vi/ sen2ui\ 
w ~ 2B V 2w )■ 

1-36 Por una bobina de autoinduccion L circula una corriente de intensidad i = J„[l — Demostrar que la 
mdxima energia almacenada en el campo magnetico es W m = iLIl, siendo i = 0 para t < 0. 

y . 

1-37 Si la intensidad de corriente que pasa por im condensador es i = e *c t demostrar que la maxima energia 
almacenada en el campo electrico es fV m = iCV* t siendo i - 0 para t < 0. 


1-38 En el circuito RC de la Fig. 1-38 la energia total disipada en la resistencia 
de 10 ohmios cuando se cierra el interrupter es de 3,6 x 10” 3 julios. Hallar 
el valor de la carga inicial q 0 del condensador. Sol. q 0 120 pC. 

1-39 Demostrar que las expresiones \CV 2 y \U 2 tienen dimensiones de una 
energia w. 


1-tt A un condensador de 60 microfaradios se le aplica 
una tension cuya forma de onda es la representada 
en la Fig. 1-39. Dibujar /'(r), p(t) y calcuiar I m y P m . 
SoL = 1,5 A; P m - 75 W. 


+ [<?» 
T^ F 




Fig.1-38 


i 



| * 


2 

4 

e Is x io 
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO 


[CAP. 1 


1-41 Hallar la expresion de la intensidad de corriente que atraviesa un condensador si la tens:6n entre sus placas viene 
dada por 


v — 


Sol, 


V m 


[ 


±>t — 


31 


+ 


5! 




M ) 1 {uy W ) 1 

2 ! 41 6! 


o bien i - uCV*. cos ut 


1-42 Por un condensador puro de 25 microfaradios de capacidad circula una corriente cuya forma de onda es la re- 
presentada en la Fig. 1-40. Obtener la forma de onda de la tensidn y determinar los valores mixiraos V w y 


1-43 


i 



Fig. 1-40 



3 4x10' 

~ 2.5 *iC 


La funcion que expresa la carga de un condensador de 2 microfaradios de capacidad es q = 100[1 + e 3 * 10 *'] 
microculombios. Determinar las funciones correspondientes de la tension y de intensidad de corriente. 

Sol, v = 50[1 + c" ixl0V J V; i - -Se" 3 ' 10-1 A. 


1-44 Por una bobina dc autoinduccion L circula una corriente cuya forma de onda de su intensidad es ta represen- 
tada en la Fig. 1-41. Sabiendo que la forma de onda de la tension correspondieme dene un valor de pico de 
100 voltios, hallar el coeficiente L. Dibujar la forma de onda de la tension. Sol L — 0,5 H. 



Nota. En la prdctica, no es posible que la corriente que circula por una bobina sea una funcidn discon- 
tinua, como ocurre con la forma de onda de esta corriente en los instantes / = 1 ms y f “ 4 ms, ya que la ten¬ 
sion es ta primera derivada de la intensidad respecto del tiempo y esta derivada tiene un valor negative infinite 
en los puntos de discontinuidad, en los que la forma de onda de la tensidn tendria unos valores negatives 
infinitos. 


1-45 En los bornes o terminales de una bobina pura de autoinduccion 0,05 henrios se apiica una tension cuya forma 
de onda es Ja representada en la Fig. 1-42. Obtener la forma de onda correspond iente a la intensidad de corriente 
asi como la expresidn de / en el intervalo 0 < t < 2 mUisegundos. Sol, i = 5 x lG s / a . 



1-46 En la Fig, 1-43 se muestra la intensidad de co- 
rrieme que circula por un circuito serie cons- 
tituido por una resistencia de 20 ohmios y una 
bobina de 1 henrio de autoinduccidrv Obtener 
las formas de onda de la caida de tension en la 
resistencia en la autoinduccion v L y su suma. 
Sol. Para 0 < r < 0,1 s; 

v R = 2<Xte“ 200 '; v L = -20O" 200 '; v T = 0. 
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1-47 Por un circuito serie compuesto por una resistencia R — 5 ohmios y una bobina de L = 0,004 henrios circula una 
corriente cuya forma de onda de su intensidad es la representada en la Fig, 144, Obtener las graficas de i; fl y 




1-48 A no circuito sene RL, con R = 10 ohmios y L - 0,5 henrios, se le aplica una tensidn senoidal. La intensidad 
de oomente resultanie es / = 0,822 e ~ 20r + 0,822 sen (377 1 - 86,96 4 ). Haiiar ias caidas de tension correspon- 
dientes v Rt v L y v T . 

Sol. v M * 8,22 iT i0r + 8,22 sen (377/ - 86,96*); 
v L = —8,22 <r 20f + 155 cos (377/ - 86,96°); 
v T ~ 155 sen 377/, 


1-49 Por un circuito serie RL , con R = 100 ohmios y L = 0,05 henrios* circula una corriente cuya funcidn de inten¬ 
sidad se detalla a continuacion. Hallar los valores de v R y v L en cada intervalo, 

(1) 0 < t < 10 x 10 _i s, i = 5[1 - e- 1000t ]. 

(2) 10 x 1(T B < /, / = 5 e “2ow*-u>*io'\. 

Sol. (1) v R - 500[1 - c" 2000t ], v L =* 500 (T 30 ™; 

(2) F, = 500 e -200O (J -l0*lO-»| f Vl _ _ 5Q0 e -200O(,-i0Md-h 

1-50 La intensidad de corriente en un circuito serie RC es i - 10 e~ 500t . Sabiendo que el condensador esli initial- 
mente descargado y que la tensidn aplicada es V = 100 voltios y v c = 100[1 — hallar C y v R . 

Sol. C = 200 /jF; - 100 e^ 00 ' V. 


1-51 Por un circuito serie LC, con L - 0,02 henrios y C = 30 j/F, circula una corriente de intensidad i — t ,5 cos 1000/, 
Hallar la tension total v T . Sol, v T = 20 sen 1000/. 


1-52 A un circuito paralelo RL se le aplica la tensidn de onda cuadrada que se represents en la Fig. 145. Hallar la 
intensidad de corriente total, 



1-53 A un circuito paralelo RC se le aplica una tension cuya forma de onda se representa en la Fig. 146, Hallar la 
corriente total i T . 
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Capitulo 2 


Valores medio y eficaz 


FORMAS de onda 

Las representations de las funciones »(»), /(f). p(0. etc., se llaman formas de onda de tension, in- 
tensidad de corriente, potencia electrica, etc., respectivamente. En el analisis de circuitos preli 
solo estudiaremos las funciones periodicas, es decir, aquellas en las que/(i) — jV + n )• sien , 

niimero entero y Tel periodo que se muestra en la Fig. 2-1. Para ver la forma de onda de una funcion 
periodica debe representarse, at menos, un periodo. 



Las funciones de tension e intensidad, p(i) e i(f), son expresiones matematicas ^ uesepu ® de "^ 
de varias maneras, segiin los casos. Por ejemplo, las funciones seno y coseno se P u eden expresar me 
series potenciales infinitas. Sin embargo, seria muy penoso aplicar estas formas matem 
ciones bisicas relativas a la tension e intensidad en los tres elementos fundamenta e 


VALOR MEDIO 

El valor medio de una funcion periodica >(f) de periodo T es, por defimcion, 

T 

\mat 


VALOR EFICAZ 

A1 circular una corriente de intensidad /(») por un elemento resistive pure■ d*[ 
disipa una potencia p(t) con un valor medio P. Pues bien, esta misma P° ten( ™ P aSTfene 

corriente constante de intensidad I circulando por dicha R. En estas condicio , q fi 

un valor eficaz I, equivalente a la corriente constante I. Lo mismo d.r.amos respecto de k tension ch 
caz V d . Matematicamente, dada la funtibn y(t) de periodo T, su valor eficaz - o raiz cuadrbtica media 

es, por definicion, 


r - - ■Jrf, 


y(tf dt 


El valor eficaz de las funciones a sen tot y a cos tot 

16 


durante un periodo esa/^/2. {Vease Problema 2-2.) 
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CAP 2 i VALORES MEDIO Y EFICAZ \1 

VALOR EFICAZ DE UNA FUNCION DE SENOS Y COSENOS 

El valor eficaz de la funcion >10 = a 0 + (a L cos a>t + a 2 cos 2m t + ■ • ■) + (b L sen ml -+- b 2 sen 2 cot 
+ ■■*) viene dado por 

y *f = Wo + *(«?•+ oS + ■ ■ •) + 4(6! + fcj + ■ ■ ■) 

Llamando A al valor eficaz de la funcion a L cos a>t, segun lo dicho en la seccion anterior A x — 0 bien 

A\ = ~ - por tanto 


= WT+ (AJ + Aj + • • •) + (fij + Si + • • ■) 


FACTOR DE FORMA 

El factor de forma de una onda es la relacion entre los valores eficaz y medio de la misma. 


Y ^ dt 

Factor de forma = --- 

* med "l s+T 

f J y{t) dt 

Las formas de onda tales que j\t) = —j\i + es decir, aquellas ondas cuyos semiperiodos son 
simetricos con respecto al eje de tiempos, tienen un valor medio igual a cero, como puede observarse 
en la Fig. 2-2. Para salvar la dificultad en este tipo de ondas, de las que la funcidn seno es cl ejemplo 
mis caracteristico, se suele tomar el valor medio Y mti , del semiperiodo positivo. Este valor se llama 
a veces valor medio de un semiciclo. 





Fig. 2 - 2 . Ondas de semiperiodo simetrico 


Existen, sin embargo, otras formas de onda cuyo valor medio en un periodo es nulo y que no pre- 
sentan aqueJla simetria, como las representadas en la Fig. 2-3. El cilculo del valor F med para obtener 
el factor de forma tambiSn se realiza en un semiperiodo, analogamente a como dijimos para las ante- 
nores. 
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VALORES MEDIO Y EFICAZ 


[CAP. 2 


Problemas resueltos 


2-1 Por una resistencia circula (a) una corriente de intensidad constante /, (6) una corriente periddica 
/(/) de periodo T. (Vease Fig. 2-4.) Demostrar que si / cf = /, la potencia media P es la misma en 
ambos casos. 


Corriente constante /: P « VI ~ RI 2 

Corriente periodica i(l): p = vi = Ri 2 y P 

R 

■MWWVVVW- 

v 



i(0 


R 

VvVvWvVvW— 

v(t) 

Fig. 2-4 



2-2 Hallar los valores medio y eficaz de la funcion y(/) = Y m sen cor. 

Ei periodo de la funcion es 2 n. La grifica se represema con cot corao variable independiente (Figura 2-5). 

\ r T 1 r i7r 1 T 7 " 

Y mt d= j) V{t)dt = 2 -j F-sen of <*(«() = ^ [ ^ c ° 8 | = 0 


= <JkC y ‘ dt = y[FJ 0 - 


= — = 0,707 Y m 

V2 


El valor eficaz de una funcion pura senoidal o cosenoidal es l/^/To bien 0,707 veces el valor maximo. 


2-3 Hallar la potencia media P disipada en una resistencia de 10 ohmios por la que circula una corriente 
/(f) — 14,14 cos cot amperios. 

Como p = vi - Ri 7 = 2000 cos 2 cot y su periodo es n t la potencia media vale 

P - - f 2000 cos* d{«t) = 1000 W 
Jo 


2-4 


Otro mttodo. La potencia media disipada por una resistencia pura por la que circula una corriente pe- 
riddica es 

P = Rll = j iJ^14,14 cos 10 = (14,14/V2)‘{10) = 1000 W 

Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda en diente de sierra representada en la Fi¬ 
gura 2-6. 

Evidcntcmente, Y mri =* 25. En cl intervalo 0 < / < 2, y - 25/; por tanto, 

- If y* dt = \ 625 t*dt - 834, de donde Y e( = 28,9 
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2-5 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2-7 en cuyo primer 
intervalo y = \0e~ 2OOt . 

i /* T 1 r 0&5 in r -)0,05 

= * dt = mi 10e '™ dt = 

= -l[e-“-e*] = 1,00 

1 r T i r 005 

Y *t = Tj y * dt - 005 J 100 ^ 49W dt = 6,00, dedonde Y 9f = 2,24 




Fig, 2*1 

2-6 Hallar el factor de forma de la onda triangular representada en la Figura 2-8, 

-0,01 < t < 0: y(t) - 1000* + 6; Hit) “ + 10 4 t + 25 

0 < t < 0,01: y[t) = -1000* + 6; - 10‘t* - 10 4 * + 26 

Yh = + + 26 > dt + S a (1 °^ a “ m + 26) dt } = 8,33 f y ' f = 2 ' 

Como la onda es simetrica, su valor medio se calcula sobre la parte positiva, es decir, 


89 


ML 


(1000* + 6) dt + 


x' 


(—1000C + 5)dt V = 2,5 


}- 


Factor de forma - - 


= 1.16 


Y mti 2,5 

2-7 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda senoidal representada en la Figura 2-9, 
Para 0 < «*<»-, y = Yu sen at; para r < wt < 2r, y — 0. El periodo es 2 jt. 

Yn,'t = r»send(«i) + J Od( u t)| = 0,318*-,, 

Yl, = ^ j”V,sen u t)» d(»t) = jrl, Y tt = 


’ A A / 


ut 



Fig. 2-9 Fig. 2*10 

2-8 Hallar los valores medio y eficaz de la onda completa senoidal rectiiicada de la Fig, 2-10. El pe¬ 
riodo es Tt, 


Y me d = - f Y m sen vt d(wt) = 0,637 Y m 
v Jo 

= ± ^ {Yu sen uty d(*t) = Y t[ = 0,707 Y m 
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2-9 Hallar los valores medio y eficaz de la onda cuadrada representada en la Figura 2-11. 

Para 0 < / < 0,01, y = 10; para 0,01 < i < 0 S 03, y = 0. El periodo es 0,03 s, 

X 


1 r 0,CM 10(0,01) „ „ 

Y mi = | 10 dt = = 3,33 


0,G3j o 

1 ,-O.Oi 


0,03 


o,oX 


'.<-^1 10**-3U, I'.t = 5,77 


001 0-Oi 



Fig. 2-11 

2-10 Hallar el valor eficaz de la funcion representada en la Fig. 2-12 defintda por: 


0 < i < 0,1 y — 20(1 - e~ 




0,1 < t < 0,2 y = 20e- iOiI ~°' u 


y* -- 2.1 C' 1 400(1 - 2?- 100 ' + dt + C 2 400 e -100 * 1-0,11 dll 

0,2 | Jo Jo H l_ “I o 2 

= 2000 jj^t + 0,02 e" 100 '- 0,005 01 + |-0,01 e-iootr-o.ij 

- 190. de donde Y tf = 13,78. (El tSnmino en e~ i0 y en e~ 20 no son significalivos.) 
2-11 Hallar el valor eficaz de la funcion y = 50 + 30 sen tor. 

i r tv 

f (2500 + 3000sen U + &00sen*ut) d(wi) 

2ir £ 

= ~ [2500(2jt) + 0 + 900r] = 2960, Y e , = 54,3 

2tr 

Otro metodo : Y t[ = -f £(30*j = V29&0 = 64,3 

2*12 Hallar el valor eficaz de la funcion de tension v - 50 + 141,4 sen cur + 35,5 sen 3a n. 


V t{ = X /(50) J + i(14t,4) 2 4- j(35,5) 2 - 114,6 V 


2-13 Una onda completa senoidal rectificada 
esta cortada a 0,707 de su valor maximo, 
como indica la Fig. 2-13, Hallar los va- Y m 

lores medio y eficaz de dicha funcion, uJU?y m 

La funcion liene de periodo n y esta de- . 
finida por 0 

0 < ut < v/4 y ~ Y- sen «f 
t/ 4 < ut < Sir/4 y ~ 0,707 Y m 
Sjt/ 4 < < r y = 


T 2ir 3r 


Fig. 2-13 


= i jr™r»sen«td(«() + f*** * 0,707 F«d(«t) + f sen d{*t) \ = 0,54 Y M 

r <JlrH Jiwt4 J 

f >ur/4 f* 31T/4 yi’f 

y* = IJ f (Y. sen a)’ d{U) + j (0,707 d{vt) + 1 (Y m sen «*)• d(ut) 

V Jirf4 •SHU* 


- 0,341 Yi 


0,584 Y m 
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2-14 Hallar el angulo de fase 0 que debe tener la 
onda completa senoidal rectificada de la Fi¬ 
gure 2-14 para que su valor medio sea la mitad 
de su valor maximo. 

F med = - f r« sen w t 

' Jq 


T 


{—coar + coatf) 


Por tamo, 0,5 Y m = ( YJn){\ + cos 0), cos 0 = 0,51, 
$ = 55,25°. 



2-15 La intensidad de corriente que circula por una resistencia de 2 ohmios tiene la forma de onda 
del Problema 2-14 con un valor maximo de 5 amperios. La potencia media disipada por la resis¬ 
tencia es de 20 vatios. Hallar el angulo $, 

P = RI},. 20 = !}„ /» = 10. Por tanto, 

/i = 10 = i f W (5 sen u t)‘ d(*t) = — sen 2<jt T - . sen 2r s | sen 2s \ 

* Jq v L2 4 j B t \2 4 2 4 / 

de donde sen 20 ~ 20 — ]Q7i/25 y 8 = 60,5^ (solution grafica). 


Problemas propuestos 

2-16 La potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios es de 400 vatios. Hallar el valor maximo de la in- 
tensidad de corriente si esta es {aj senoidal, (/>) triangular. Sol. (a) 5,66 A. (0) 6,93 A. 

2-17 HaJlar el valor eficaz F ef de la tension p(/) = 100 + 25 sen 3 ait + 10 sen Sait. Sof. 101,8 V. 

2-18 Hallar la potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios cuando por tila circula una corriente i(t) = 
2 + 3 sen a>t + 2 sen 2ajt + 1 sen 3 cot 2 . Sol. 275 W. 

2-19 Hallar el valor de Y i{ de Ja funcion _v(r) = 50 + 40 sen tot. Sol. 57,4. 

2-20 Hallar el valor de Y Ki de la funcion ;-(/) = 150 + 50 sen cut + 25 sen 2m. Sol. 155,3, 

2-21 Sabiendo que el valor eficaz de la funcion y{r) = 100 + A sen cot es 103,1, hallar la amplitud A del termino se- 
noidal. Sol. 35,5. 

2-22 Una cierta funcion consta de un termino constante, un armdnico fundamental y un tercer armonico. El valor 
maximo del fundamental es el 80 % y el valor maximo del tercer armdnico es el 50 %, del termino constants. 
Sabiendo que el valor eficaz de esta funcion es 180,3, hallar el termino constante y los dos armonicos. 

Sol. 150, 120, 75. 

2-23 Si el valor eficaz de media onda senoidal rectificada 
es 20, tcual es su valor medio? Sol. 12,7, 


2-24 Hallar K med e Y ff de la forma de onda representada 
en la Fig. 2-15. Sol. Y mtd = 40; F cf = 72,1. 


100 

y 




o 




1 * 

-£0 

- i T 


T 

—_izr 


Fig. 2-15 
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VALORES MEDIO Y EFICAZ 


[CAP. 2 


2-25 Hallar Y mti e de la forma de onda representada cn la Figura 2-16. 


Sot. y med - 10; Y ef - 52,9. 



Fig. 2-16 



2-26 Hallar F ef de la forma de onda representada en la Figura 2*17. SoL Y tt = 6,67. 

^ Hallar Y ef de la forma de onda representada en la Figura 2*18. Sot. Y ef = YjJ 3 « 0,577 Y m . 




2-23 Hallar el valor eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2*19 y compararto con et del Probtema 2-27. 
2-29 Hallar el valor eficaz de la onda triangular representada en la Fig. 2-20 y comparario con el del Froblema 2-27. 




Fig. 2-20 Fig. 2-21 

2-30 Hallar el valor de k en la forma de onda representada en la Fig. 2-21 sabiendo que es una fraccibn del periodo 
T tal que el valor eficaz es (a) 2, (6)5, ^Cudl serb el mdximo valor efica 2 de la forma de onda dada al variar it? 
SoL (a) 0,12; (b) 0,75; 5,77 para k = 1. 


2-31 Hallar los valores V ntd y de la forma de onda 
de la Figura 2*22, 

Sol. V ati = 21,6; V tf = 24,75 

2-32 En el Problema 2-31 determinar los valores F med 
y K pf si la funcibn se define en el primer intervalo 
por (a) 5Qe~ 10 *\ (6) 50e ~ ioat , 

Sot. (a) = 12,25, y Bf = 17,67; 

(W Kne< - 5,0, V c( - 11,IS. 

2-33 Hallar los valores Y mt4 e Y^ correspondientes a la 
forma de onda de la Fig. 2-23 definida por 

G<f < 0,025 y(t) - 400r 
0,025 < t < 0,050 y(t) = 10^“ 1000<r 0 02S) 

Sol- = 2,7, Y tt = 4,2 



y 






\ ^ 


1 

— X , t 


G0i5 

0,050 

0075 

0.HX1 * 


Fig. 2-23 
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2-34 


2-35 


2-36 


2-37 


2-38 

2-39 

2-40 


2-41 

2-42. 

2-43 


La forma de onda de la Fig. 2-24 es andloga a la 
del Problema 2-33, pero con un tiempo de eleva¬ 
tion mis pcquerio. Hallar los valores Y m ^ e Y 9i . 
0 < t < 0,01 y{t) = lOOOr 
0,01 < / < 0,05 y(t) = lOe -1000 *'** 0 ’ 01 ' 

Sot. Y ^ ^ 1,2; F* = 2,77. 

Hallar los valores V mtA y V t( de la media onda se- 
noidal de tensidn rectificada de la Fig. 2-25, $a- 
biendo que el ingulo de fase es de 45° en retraso. 
Sot. - 27,2 V; V 9t = 47,7 V. 

Hallar los valores V m ^ y V 9f de la forma de onda 
del Problema 2-35 si el ingulo de fase es (a) 0 = 90°, 
(b) 6 » 135°. 

Sot. (a) V ncd = 15,95; V 9t = 35,4. 

(A) . 4,66; V tt = 15,06. 



v 



Fig. 2-25 


La onda compleia senoidal rectificada de la Fig. 2-26 tiene un Sngulo de fase en relraso de 60°. Hallar los va- 
lores y en funcidn de V m . Sol. V mi - 0,478 V m \ V tl = 0,633 V m . 


/rvrvr\. 

60° f 2 t 3r 


Fig. 2-26 


.-r\r\ 

f * 2 * 


vt 


Fig. 2-27 


Un circuito de mando permite variar el ingulo de retraso dc la forma de onda de intensidad de corriente de 
(a Fig. 2-27, de manera que el valor eficaz tiene como limites inferior y superior 2,13 y 7,01 amperios, respec- 
tivamente. Hallar los Angulos correspondientes. Sol. 0, = 135°; 0 2 = 25°. 


Hallar el valor eficaz de una onda completa senoidal rectificada cortada en la mitad de su valor miximo como 
indica la Figura 2-28. Sol. Y t{ - 0,442 Y m . 

Hallar el valor eficaz de la forma de onda del Problema 2-39 si la onda se corta en 60° o bicn */3 radianes. 

Sol. Y t( = 0,668 Y m . 


v 



r 



* t 



ut 


Fig. 2-28 Fig. 2-29 

Una onda completa senoidal rectificada esta cortada de forma que su valor eficaz es 0,5 Y m% como indica la Figu¬ 
ra 2-29. Hallar la amplitud en la que se corta la onda. Sol. 0,581 Y m o bien 0 = 35,5°. 

Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda obtenida de un circuito rectificador de media onda a tres 

fases como se indica en la Figura 2-30. Sol. V mta = 0,827 V m \ V ti = 0,840 V m . 

La forma de onda resultante de un circuito rectificador de media onda a seis fases es la representada en la Figu¬ 

ra 2-31. Hallar los valores Kn.j y >V Sol. V mti - 0,955 V m - V„ = 0,956 V m . 
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Capitulo 3 


Intensidad de corriente y tension senoidales 


INTRODUCCION 

A1 apiicar las [eyes de Kirchhoff a un circuito cualquiera de ana mall a el resultado es, en general, 
una ecu acid n integrodiferencial. Los metodos de resolution clisicos de ecuaciones diferenciates propor- 
cionan la solution del problems electrico. Ahora bien, la intensidad de corriente, que suele ser la incog¬ 
nita, debida a una determinada tensidn aplicada, viene dada por una suma de dos funciones, Una de 
el las corresponde a la intensidad del regimen transitorio que, normalmente, se anula a las pocas frac- 
ciones de segundo, y la otra constituye la intensidad en regimen permanente, la cual perdura mientras 
existe la excitation. 

Como muchos estudiantes cuando comienzan el estudio del an&lisis de circuitos no conocen todavia 
la tunica de resolucidn de ecuaciones diferenciales, solo veremos en este capitulo el regimen perma- 
nente prescindiendo, de momento, del transitorio correspondiente. No obstante, en el Capitulo 16 se 
estudiaran las ecuaciones diferenciales aplicadas a los circuitos electricos en donde veremos algunos 
ejemplos ilustrativos de los regimenes transitorio y permanente de la solucidn general. 


INTENSIDADES DE CORRIENTE SENOIDALES 

En la Tabla 3-1 aparecen las tensiones en bornes de los tres elementos R, l y C puros en el caso 
de que la corriente que eircule por ellos sea de tipo seno o coseno. 


Tabla 3-1 

Tension en homes de uo elemento puro si la corriente es senoidal 


Elemento 

Tension si 
i es general 

Tension si 
i = I m sen *t 

Tension si 
i — Im cos wf 

Resistencia R 

= Ri 

v H “ Rl-m sen at 

%'n — RI » COB a* 

Auto induction L 

T 

** = L Tt 

v L = vLIm cosut 

17 l - wL7,(-senuri 

Capacidad C 

Vc ~ h f 




Tabla 3-2 

Corriente en los elementos puros si la corriente es senoidal 


Elemento 

Corriente si 
v es general 

Corriente si 
- V*. sen u>£ 

Corriente si 

V = Vm COS ttt 

Resistencia R 

♦ v 

'* = R 

i* “ ^senut 

V* 

Autoinduccidn L 

ir" 

II 

ft 


1 

x L — — seno>f 

Capacidad C 

** “ C dt 

= aCVm COS wt 

i c - uCV- (-sen «t) 


24 
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TENSIONES SENOIDALES 

En la Tabla 3*2 aparecen las intensidades de corriente por los tres elementos R, L y C puros en el 
caso de la que la tension aplicada a cada uno de ellos sea de tipo seno o coseno. 


IMPEDANCIA 

La impedancia de un elemento aislado, o de una rama de varios elementos, o de un circuito com¬ 
plete, es la relacion entre la tension aplicada y la intensidad de corriente que circula. 


Impedancia - 


Funcion de tension 
Funcion de intensidad 


Si las tensiones e intensidades de corriente son senoidales, esta relacion tiene un modulo y un argumen- 
to (angulo). En el Capitulo 5 seestudia la impedancia con mucho detalle y alii se considera el argumento. 
En este capitulo solo estudiaremos el modulo de la impedancia. El argumento o angulo entre la tension v 
y la intensidad de corriente / se llama dngulo de fase o, simplemente, fase. 


ANGULO DE FASE 

Si tanto la tension como la intensidad de corriente son funciones senoidales del tiempo y se repre- 
sentan gra/icamente con la misma escala de tiempos, aparece un desplazamiento relative entre ambas 
magnitudes que solo es nulo en el caso de tratarse de un elemento resistivo puro. Dicho desplazamiento 
es el Angulo de fase y nunca puede ser superior a 90° o n/2 radianes. Por convenio, al hablar del angulo 
de fase se considera «el que forma la intensidad de corriente i con la tension t»>, En un condensador, 
por ejemplo, / adelanta 90° o nil radianes a u; en un circuito serie RL , con R igual a tuL, v adelanta 
45° o 7i/4 a (o bien / esta retrasada tt/ 4 respecto de u); en una resistencia pura, i esta en fase con y; etc. 
Las representaciones de las figuras siguientes aclaran los conceptos de impedancia y angulo de fase. 

Resistencia R . En un elemento resistivo puro la intensidad de corriente y la tension estan en fase. 
(Vease Fig. 3-1.) El modulo de la impedancia es R. 




Autoinducdon L. En una bobina pura la intensidad de corriente se retrasa 90 s o n/2 respecto 
de la tension. (Vease Fig. 3-2.) El modulo de la impedancia es c oL. 

Capacidad C. En un condensador puro, la intensidad de corriente adelanta 90° o jt/ 2 a la tension. 

(Vease Fig. 3-3.) El modulo de la impedancia es —L 
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INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SENOIDALES [CAP. 3 


Circuito serie RL. La intensidad de corriente se retrasa respect o de la tension un Angulo igual 
a arc tg (wL/R). (Vease Fig. 34.) El modulo de la impedancia es JR 1 + [wLf. 



rig. 3-4 



Circuito serie RC. La intensidad de corriente adelanta a la tension en un angulo igual a arc tg 
(Vease Fig. 3-5.) El modulo de la impedancia es JR 1 + (1/ojC) 3 . 

circuitos serie y paralelo 

En un circuito cuyos elementos (impedancias) estan conectados en paralelo la intensidad de corrien- 
es igual a la suma de las caidas de tension en dichos elementos individuals. Por ejemplo, en la Fig. 3 - 6 («a) 
se verifica: u T = + U 3 - 


1/toC 

R 



(a) (fa) 

Fig. 1-6 

En un circuito cuyos elementos (impedancias) estan conectados en paralelo la intensidad de corriem 
te total es igual a la suma de las intensidades que circulan por cada uno de dichos elementos individuates. 
Por ejemplo, en la Fig. 3 -6(b) se verifica: i T = i* + i 2 + h* Se puede observar que esto es una aplica- 
eion de la primcra ley de Kirehhoff, pues las cuatro intensidades tienen un nudo comun. 


Problemas resueltos 


3-1 Por un circuito serie formado por un elemento resistivo de resistencia R ohmios y una bobina de 
autoinduccion L henrios, como se indica en la Fig. 3-7(a), circula una corriente de intensidad 
/ = l m sen wt amperios. Expresari la tension total aplicada v T median te una funcidn senoidal. 
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28 INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SENOIDALES [CAR 3 

3-5 Por el circuito serie RC representado en la Fig, 3-9 circula una corriente de intensidad / = I m cos o>L 
Expresar la tension total aplicada mediante una funcion cosenoidal simple, 

R 

-l UC 


Fig. 3-9 

v r — v* + v c — RI m cos u£ + (1 AjC)/« sen U) 

Expresando v T por un unico t£rmino cose no de ampiitud A y fase <p , 

v T = A cos (w t + tf) = A cos cos ^ — j 4 sen «£ sen ^ (f) 

lgualando los eoeficientes de sen mt y cos 0)1 en (7J y (2) resulta, 

RU = A cos (1 hC)U - -A sen * 



Ahora bien, tg 


cos 0 


co&$ = ** — . A - con lo que 

uCR ^R % + (l/wQ* 


v T — A cob (u£ + $) = V Ri + (1W Im cos (u£ — arc tg 1 /ojC 

R 


es decir, la corriente estd adelantada respecto de la tension. (Como sen (f> es negative? y cos <j> es positive*, el 
Angulo <j> esti en el cuarto cuadrante.) 

El modulo de la impedancia es JR 1 + (l/(oC] J 


1 j<iiC 

Si R P 1/wC -»0y <t> 
K 


0, es decir, el mismo resultado que con un elemento positivo puro, 


Si i jwC P R . -+ oo y (j> -* te/ 2, es decir, el mismo resultado que obtuvimos con un condensador puro, 

En una asociacion sene RC la corriente estd adelantada respecto de la tension un angulo comprendido entre 
0 s y 90° o njl radianes, segun los valores relativos de R y 1/wC. 


3-6 Por el circuito serie de la Fig, 3-10 circula una corriente de intensidad i = 2 cos 5000/ amperios. 
Hallar la tension total aplicada u r . 




v T = y R 1 + (1/toCj 2 cos (coJ - arc tg - 22,4 cos (5000/ — 63,4“) 

en donde R = 5, 1 ;ojC = 1(5000 x 20 x 10 *) = 10, arc tg = arc tg 10/5 = 63,4°, l m = 2, 

R 

La corriente esta adelantada respecto de la tensidn un angulo de 63,4°. El valor absolute de la impedan¬ 
cia es 11,18 fi. 
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3-7 Por cl rircuito serie RLC representado en !a Fig. 3-11 circula ima 
corriente de intensidad i ~ /„ sen a>t. Hallar la caida de tension en 
homes de cad a elemento. 


— Ri — RI* sen 
d 


v l L^(/*sen w i) = 
V C - ImSinutdt = 


-T/Wrtr- 


Fig. 3*11 





trt/ 


fi adelantada 90* respecio de v c ) 


v L e i 

(i retrasada 90° respeeto de v L ) 

Fig.3-12 

3-8 En el Problema 3-7 expresar la tension total aplicada v T mediante una funcion senoidal unicamente. 

v T = v B -I- v L 4- v c = RU sen + ( W L - 1/wQU cob ut (i) 

Expresando v T mediante una funcidn seno de amplitud A y angulo de fase <£, 

v T = A sen ( w a + p) 

— A sen mt cos ^ + A coa at sen 0 


M 


Iguaiando Jos coeficientes de sen a u y cos tot en (7) y (2) resulta, 

RI m — A cos0, 7«{uL — 1/uCT) — A sen $ 

Rl 


Ahora bien, tg * = uL ~ 1/aC , C os* =-* 


a = + («l - i/«o i /., 

ys* + («l - i/mo* cos * 


con lo que 

v r = A sen («t + = Vtf* + (u>L - 1/oCj* sen [«t + arc tg _1 («L — I/«C)/ff] 

cn donde ^ R 2 + (cuL - 1/tuC) 1 es ei vaior absoluto de ia impedancia, y arc tg (t oL - lfcoC)/R el An- 
gulo de fase, 

Si oL > 1/oC t el Angulo de fase ^ es positivo, la corriente retrasa respecto de la tension y en el circuito pre- 
domina d efecto inductivo. 

Si 1/euC > oL , el Angulo de fase 0 es negative, la corriente adelanta a la tension y en el circuito predomi- 
na el efecto capacitivo 

Si wL = 1/g>C, el Angulo de fase 0 es nulo, la corriente y la tension estan en fase y d valor de la impedan¬ 
cia es R . Esta condicidn se llama de resonanda serie. 

3-9 Demostrar que si cj L se expresa en radianes por segundo (rad/s), L en henrios (H) y Cen faradios (F), 
(oL y 1 /a)C vienen dados en ohmios (ft). 

, rad „ 1 V-s V 

<oL = - f H = - —- = — = fi 

$ s A A 

— - - V V _ 

coC rad F A * s A 

Observese que el radiAn, medida de un Angulo, es un ntimero puro <adimensional). 
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INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SEN01DALES [CAP. 3 


3-10 En un circuito serie RLC tiene los vaiores R — 15 ohmios, L - 0,08 henrios y C = 30 microfa- 
radios. La tension aplicada es de una pulsation igual a 500 radianes por segundo. Hallar el an- 
gylo de fase de la corriente respecto de la tension. 


o>L = 500(0,08) = 40 ft, - 7 ; = 


1 


arc tg 


inL — 1 joC 
~R 1 


ojC 500(30 x 10"*) 
-26,7 

arc tg ——— = -6G,65 C 


= 66,7 Q 


La reactancia capacitiva, o capacitancm, l/a>C, es mayor que la reactancia inductiva, 0 inductancia, tuL 
La corriente esta adeiantada con respecto a la lensidn un &ngulo de 60,65“, y en el circuito predomina el efecto 
capacitivo. El modulo de la impedancia es s /R 2 ■+■ (wL — I/cuC ) 1 = 30,6 ft 


5-11 La diferencia de potencial aplicada a la asociacion en paralelo RL representada en la Fig. 3-13 
es v - V m cos cot voltios. Hallar la intensidad de la corriente que circula poi cada rama y expresar 
la intensidad total i T mediante una funeion coseno. 


+ L 


1 




y m 

— cosut + —psenwC 
JZ 


Por tarlto, 4 = 4- (lA>L) ft Vm cos (ut — arc tg RjwL) 

La corriente estf adrtantada respecto de la tension un angulo 0 . - arc tg R/oL, 

Si R p oL, 0 n/2 t con lo cual, i T =£ (PVcoLJcos (a>f - n/2), Conesta 
resistencia, relativamente grande, la corriente que circula por la rama resis- 
tiva es muy pequena. Es decir, i T esta formada esencialmente por y esta 
corriente inductiva gobierna la corriente total que circula. 

Si oiL $> R, 0 0, con lo cual, i T * (1 7 JR) cos a>t, En este caso, la 

rama inductiva tiene una reactancia muy grande y, por tanto, la intensidad 
que circula por ella es muy pequeria comparada con la que circula por la 
rama resistiva. Es decir, la corriente resistiva gobierna la intensidad total 
que circula. 



Fig. 3-13 


3-12 La tension aplicada a la asociacion RC en paralelo representada en la Fig. 3-14 es v = V m sen cot 
voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar la intensidad total 
i T mediante una funtidn seno. 


ir - i R + ic a “ 4- = ^sen w e + oCV.cOBwi 

Por tanto, ij ~ y/{VR)* + («*?)* Vm sen («£ + arc !g &€R) 

R 

La corriente esta adelantada respecto de la tension un angulo 0 - arc tg 

Si R P J/o»C f 0 -+ n/2, con lo que i T w i c - a)CV m sen {o)t + it/2). 
Es decir, la rama capaciliva gobierna la intensidad total que circula. 

Si 1/coC R, 4> -+ 0, con lo que i r = i H - (I 7 */*) sen mr. Es decir, 
la rama resistiva gobierna la intensidad total que circula. 



Fig. 3-14 


3-13 


La diferencia de potencial aplicada a la asociacion RLC en paralelo representada en la Fig. 3-15 
es r' = V m sen cot voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar 
la intensidad total i T mediante una funeion seno. 


ir “ 


+ i L + C » 


i* 


i('«+C S 


-f- sen l A 


uL 


C09 r wCT™ CC3 uf (J) 

Expresando v r como una funeion senoidal de ampli- 
id A y angulo de fase 0. 


ir — A sen (u t -r 

= A sen cos <p *F >1 cos ut sen <p (£) 



C 


Fig. 3-15 
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Igualando los coeficientes <le sen cot y cos cot en (/) y {2) resulta. 


VJR - A cos 54 , (uC - 1 / u L)V m 

Por tanto. tg <t> = — T / ]! aL . cos* = a 

' V(W + {uC - l/«L) r ' 


A sen $ 

VtiJW + (uC - l/uL) ! F,,, 


con lo que r, = VOW 1 + («C - 1 /«£,)* V. sen [„t + arc tg ( U C - 1 / U L)B] 

Como era de esperar,. el signo del Angulo de fase depende de los valores relativos de toC y 1/coL. 

La corriente que circula por la rama inductiva esti retrasada 90° o n/2 radianes respecto de la tensidn apli- 
cada. La comente que circula por la rama capacitiva, por ei contrario, estA adelantada 90° o n/2 radianes res¬ 
pecto de dicha tensidn. Estas dos corrientes pueden anularse cuando tengan el mismo valor mimerico. Si la 
comente en la rama inductiva es mayor, la inlensidad total estarA retrasada respecto de la tensidn aplicada' 
si es mayor la comente en la rama capacitiva, la comente total estarA adelantada respecto de la tension aplicada! 


3-14 Dos elementos puros de un circuito serie tienen la siguiente corriente y tension: 

t> = 150 sen (500r + 10°) voltios, i = 13,42 sen (500r - 53,4°) ampenos 
Determinar dichos elementos. 

Evidentemente, la corriente estA retrasada respecto de la tensidn en un valor 53 , 4 ' + 10 ° = 63,4°; por 
tanto, el circuito es inductivo y estarA formado por una resistencia R y una bobina de autoinduccion L. 


tg 63.4° = 2 = U L/R, U L = 2R 

VJI. = Vfl* + (mL) 1 , 150/13,42 = VR ! + <2B)', R = 5 n 

con lo que L = 2X/w = 0,02 H. El circuito estA formado por una resistencia A = 5 (1 y una autoinduccion 

L — 0,02 H. 


3-15 Un circuito sene compuesto por dos elementos puros tiene la siguiente corriente y tension (am¬ 
perios y voltios); 

v = 200 sen (2000r + 50°) voltios, / = 4 cos (2000t + 13,2°) amperios 
Determinar dichos elementos. 

Como cos x = sen (j£ + 90°), podemos poner i = 4 sen (2000/ + 103,2°). De aqui que la corriente ade- 
lante a la tensidn en un Angulo de 103,2° - 50° = 53,2°. En estas condiciones, el circuito debe estar formado 
por una resistencia R y un condensador de capacidad C. 

tg 53,2° = 1,33 = 1 /coCR, 1/coC = 1,23R 

VJI m = JR* + (1/tuC) 2 , 200/4 = JR 2 + l!,33/?) 2 , R = 30 0 

y C = l/(l,33oiit) = 1,25 x 10 - J F =* 12,5 ^iF. 


3-16 En el circuito serie de la Fig. 3-16 la tension y la corrien- 
te son 


v = 353,5 cos (3000/ — 10°) voltios, 

/ = 12,5 cos (3000/ - 55°) amperios 

y la autoinduccidn de la bobina es igual a 0,01 henrios. 

Hallar los valores dc R y de C. 

La comente est& retrasada respecto de la tensidn un angulo 
de 55° - 10° = 45°. Es decir, la reactantia inductiva, coL, es mayor 
que la reactancia capacitiva, 1/wC. 

tg 46° = 1 = ( U L - (*L - 1 hC) - R 

VJI, = ^R l V(oL-l!oC)', 363.5/12,5 = yW’ 

B = 20 n 

y de — 1/uC) = R se deduce 

C = 3,33 x I0~ 5 F = 33.3 pF Fig.S-16 
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INTENSIDAD DE CORRIENTE Y TENSION SENOIDALES 


[CAP. 3 


En el circuito paralelo de la Fig. 3-17 la funcion de tension es v = 100 sen (lOOOl + 50 s ) voltios. 
Expresar la intensidad de la corriente total mediante una funcion seno. 


= <■ + ^ = R + 


If* 


dt 


— 20 sen (lOOQi 4- 50°) “ 5 cos (1000e + 50°) 

^ A seu(l000t + 50°) cos + A cos (lOOOt + 50°) sen 

de donde 20 = ^ cos <t> y -5 - 4 sen *. Por tamo, tg <t> = -5/20, * = -14.05- en consecuenaa, 
A = 20/(cos <p) = 20,6. Asi, 

i T = 20,6 sen <10001 + 50° - 14,05°) = 20,6 sen (1000/ + 35,95") 

La corriente esta reirasada respecto de la tension aphcada un angulo de 14,05 . 




3-18 La tension aphcada al circuito representado en la Fig. 3-18 es v 50 sen (5000f + 45 ) voltios. 
Hallar las intensidades de corriente en tod as las ramas asi como la mte 


ir = i R + h. + h ~ 


^ i 

R L 


is- 


dt + 


dv_ 
G dt 


= 2,5 sen (5000* + 45") - 6,25 cos (5000/ + 45”) + 5 cos (5000/ + 45=) 

= 2,5 sen (5000/ + 45°) - 1,25 cos (5000/ + 45°) 

= 2,8 sen (5000/ -!- 1M°), empleando los metodos de este capitulo. 

La corriente esta retrasada respecto de la tension aphcada un dngulo de 45 18,4 26,6 

Observe que la intensidad total tiene un valor maxtmo de 2,8 A, Este valor es menor que cualqu.era de 

cala de las intensidades que circulan por las tres ramas. 


3-19 Por la asociacion en serie RLC de la Fig. 3-19 circula una corriente f = 3 cos (50001 
pertos. Hallar la caida de tension en cada elemento y la caida de tension total. 


60°) am- 


v T = + v c = Ri + + c j idt 

- 6 cos <50001 “ 60 3 ) - 24 scji (5000t - 60°) + 30 sen (5000d - 60°) 

m 6 cos{60G0t-60°) A 6 sen (5000/ — GO 3 ) 

- 8,49 cos (5Q00t - 105°), empleando los metodos de este capitulo. 

La corriente esta adelantada respecto de la tensi6r. total un angulo de 
105° - 60° = 45°. 

Observese que la tension maxima aplicada es de 8,49 V. La tensidn en los 
elementos individuals del circuito es mayor que esta para los elements in¬ 
ductive) y capacitivo. Haciendo una representacidn gr&fica a escala se vena in- 
mediatamente. 



Fig, 3-19 
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Problemas propuestos 

3-30 Por una bobina para de autoinduccidn L = 0,01 henrios circula una corriente i = 5 cos 2000/ amperios, Haltar 
su tensidn en homes. Sol, 100 cos (2000/ + 90°) V. 

3-21 Por un condensador puro de capacidad C = 30 microfaradios circula una corriente / = 12 sen 2000/ amperios. 
Hallar su tensidn en bornes. SoL 200 sen (2000/ — 90°) V. 

3-22 Ed un circuito serie RL s con R = 5 ohmios y L = 0,06 henrios, la tensidn en homes de la bobina es - 15 

sen 200/ voltios. Hallar la tension total, la intensidad de corriente, el Angulo de fase de i respecto de u r y el mddu- 
lo de la impedancia. 

Sol. i = 1,25 sen (200/ - 90°) A; u r = 16,25 sen (200/ - 22,65") V; 67,35"; VJI m - 13 ft. 

3-23 En el mismo circuito serie del Problema 3-22 la tensidn en la resistencia es = 15 sen 200/. Hallar la tensidn 
total, la intensidad de corriente, el angulo de fase de / respecto de v T y. el mddulo de la impedancia. 

Sot. i = 3 sen 200/ A; v T = 39 sen (200/ + 67,35") V; 67,35"; VJI M m 13 ft. 

3-24 En un circuito serie de dos elementos simples la tension y la corriente son (voltios y amperios): 

v T = 255 sen (300/ + 45°); / - 8,5 sen (300/ + 15°) 

Determinar dichos elementos. Sol , R — 26 ft; L = 0,05 H. 

3-25 En un circuito serie de dos elementos simples la tensidn y la corriente son (voltios y amperios): 

v T = 150 cos {200/ - 30°); / = 4,48 cos (200/ - 56,6°) 

Determinar dichos elementos. Sol. R = 30 ft; L = 0,075 H. 

3-26 Dos elementos simples R - 12 ohmios y C ~ 31,3 microfaradios se unen en serie y se les aplica una tension 
c = 100 cos (2000/ - 20") voltios. Los dos mismos elementos se unen ahora en paralelo con la misma ten¬ 
sion aplicada. Hallar la intensidad total que circula en cada conexion. 

SoL Serie: / = 5 cos {2000/ + 33,2°) A; paralelo: i = 10,4 cos (2000/ 4- 16,8°) A. 

3-27 Una resistencia R = 27,5 ohmios y un condensador C = 66,7 microfaradios se unen en serie. La tensidn en el 
condensador es v c = 50 cos 1500/ voltios, Hallar la tensidn total v T , el Angulo de fase de la corriente sobre la 
tensidn y el modulo de la impedancia. 

So/. Ut = 146,3 cos (1500/ + 70°) V; 20°; VJ! m = 29,3 ft. 

3-28 Una resistencia R = 5 ohmios y un cierto condensador se unen en serie. La tensidn en la resistencia es u* = 25 sen 
(2000/ + 30°) voltios. Si la corriente esta addantada 60° respecto de la tensidn, ^cuAl es d valor de la capaci- 
dad C del condensador? SoL 57,7 ^F. 

3-29 Un circuito serie LC, con L = 0,05 henrios y una capacidad desconocida, tiene la tensidn e intensidad de co¬ 
rriente (voltios y amperios): 

p T - J00 sen 5000/, i = 2 sen (5000/ + 90") 

Hallar el valor de la capacidad C. Sol. 0,667 //F. 

3-30 La corriente que circula por un circuito serie RLC estA retrasada 30" respecto de la tensidn aplicada. El valor 
mAximo de la tensidn en la bobina es el doble de la correspondiente al condensador, y v L = 10 sen 1000/ voltios. 
Hallar Los valores de L y de C sabiendo que R = 20 ohmios. 

Sol. L = 23,1 mH; C = 86,5 //F. 

3-31 Un circuito serie RLC , con R = 5 ohmios, L - 0,02 henrios y C = 80 microfaradios, tiene aplicada una ten¬ 
sidn senoidal de frecuencia variable. Determinar los valores de oj para los cuales la corriente (a) adelanta 45° 
a la tensidn, (6) estA en fase con ella, (c) retrasa 45°. SoL (a) 675; (6) 790; (c) 925 rad/s. 

3*32 Un circuito paralelo consta de dos ramas; en una de ellas tiene un elemento resistivo puro de R = 50 ohmios 
y en la otra hay un elemento desconocido; se sabe que la corriente y tensidn aplicadas son (voltios y amperios): 

v = 100 cos (1500/ + 45°); i T = 12 sen (1500/ + 135°) 

Determinar el elemento desconocido. Sol. R — 10 ft, 

303 Hallar la intensidad de corriente total que circula por el circuito paralelo formado por L = 0,05 henrios y 
C = 0,667 microfaradios al que se le aplica una tensidn v — 100 sen 5000/ voltios. 

SoL i T - 0,067 sen (5000/ - 90") A, 
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Una resistencia R = 10 ohmios y una autoinduccion L = 0,005 henrios estan en paralelo, La corriente que 
circula por la rama inductiva es i L = 5 sen (2000f — 45°) amperios. Hallar la intensidad de corriente total y el 
angulo de fase emre i 7 y la tension aplicada. 

Sot. i T = 7,07 sen (2000/ + 0") A; 45 a (/ r retrasada respecto de t>), 

Un circuito paralelo tiene en una de sus ramas una resistencia R - 5 ohmios y en la otra un elemento desco’ 
nocido; la tensidn aplicada y la corriente total son (voltios y amperios): 

v = 10 cos (50/ + 60°); i = 5,38 cos (50/ - 8,23") 

Determinar dicho elemento desconocido. Sol , L = 0,04 H. 

Dos elementos simples, R = 10 ohmios y C = 100 microfaradios, se unen en paralelo y se apliea al conjunto 
una tensidn v = 150 cos (5000/ - 30°) voltios, Hallar la intensidad de corriente total que circula por ellos. 

Sol. ij = 76.5 cos (5000/ + 48,7 n ) A. 

Un eondensador puro de capacidad C = 35 microfaradios se une en paralelo con otro elemento simple. Sabien- 
do que la tension aplicada y la intensidad de corriente total son v = 150 sen 3000/ voltios e / r = 16,5 sen 
(3000/ + 72,4°) amperios, respectivamente, determinar dicho elemento desconocido. Sol. R = 30 ft, 

Un circuito paralelo LC tiene aplicada una tension v = 50 cos (3000/ + 45 3 ) voltios y la intensidad de corrien¬ 
te total que circula por d conjunto es i T = 2 cos (3000/ - 45°) amperios. Tambien se sabe que la corriente en 
la rama inductiva es cinco veces mayor que por la otra. Hallar los valores de L y de C. 

Sol. L = 6,67 mH; C = 3,33 /iF. 

La tension aplicada a tres ramas en paralelo, cada una de las cuales contiene un elemento simple, es v = 200 
sen 1000/ voltios. Los valores de las ramas son R = 300 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 10 microfaradios, res¬ 
pectivamente. Hallar la corriente total, d angulo de fase entre i T y la tension aplicada y el modulo de la impedancia. 
Sot. i T = 1,74 sen (1000/ + 67,4°) A; 67.4^ (r r adelantada respecto de v ); VJI m =- 115 CL 

Hallar el-valor de la autoinduccion L en eJ circuito paralelo representado en la Fig, 3-20 sabiendo que la ten¬ 
sion aplicada y la intensidad de la corriente total son u = 100 sen 500/ voltios e ; r = 2,5 sen 500/ amperios, res¬ 
pectivamente. Sol. L = 0,08 H, 



Fig, 3-20 Fig. 3-21 

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-21 la tension aplicada es t- - 50 sen (2000/ - 90") voltios. Hallar 
la intensidad de la corriente total. Sot. i T —11,2 sen (2000/ - 116,6") A. 


En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-22 la tension aplicada es v — 100 sen 5000/ voltios. Hallar las 
imensidades de corriente i\, i T . 

Sot. i l = 7,07 sen (5000/ - 45") A; i 2 = 7,07 sen (5000/ + 45^) A; i T = !0 sen 5000/ A. 



Fig, 3-22 Fig, 3-23 

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-23 la tensidn, aplicada es v - 100 cos (5000/ + 45°) voltios. 
(a) Hallar la intensidad de la corriente total, ih ) i,Que dos elementos asociados en serie habria que colocar para 
que circulara la rnisma corriente y fuera, por tanto, equivalente al circuito paralelo para la misma frecuencia? 
SoL (a) i T =18,5 cos (5000/ + 68,4") A; ib) circuito serie de R = 4,96 ft y C = 93 //F. 
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Capitulo 4 


Numeros compiejos 

NUMEROS REALES 

E! cuerpo de los numeros reales se compone de las correspondientes a los numeros racionales e irra- 
cionales. El conjunto de los numeros reales se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto 
de los punlos de una recta que se llama eje real ; es decir, cada punto de la recta representa un unico mii> 
mero real y cualquier numero real se representa por un unico punto de la recta, como muestra la Fig. 4-1. 
La suma, resta, multiplication y division de dos numeros reales es otro numero real. La raiz cuadrada 
de un numero real positivo es tambien otro numero real; pero si es negativo, su raiz cuadrada no es un 
numero real o bien no corresponde a ningun punto de la citada recta. 

—14/3 -VT V2 < - W2 

_ ■ i , t-,-,--U-l-> -1— 4--—► 

-4 -3 '-1 0 1 2 » * 6 

Fig. 4-1- Eje real 


NUMEROS IMAGINARIOS 


La raiz cuadrada de un numer o real negativo es un numero imaginario ; por ejempto* son numeros 

imaginarios v /^7, elc * _ 

Si hacemos j - que se llama unidad imaginaria, se puede escribtr, v ; - 2 - j^/2, V“4 = A 

^-5 = jyfs, 16 = /4, etc. Las sucesivas potencias de la unidad imaginaria son 


= i u 7 = (-1 )? = -?> i 4 = (? a > 


*4 _ /,‘ 2\2 ~ 


1, 


i* = * 


El conjunto de los numeros imaginarios se puede poner en correspondencia biunivoca con e! con¬ 
jumo de los puntos de otra recta, que se llama eje imaginary, como muestra la Figure 4-2. 


-J5 -j'4 —/3 ”/2 -;1 

-4--1-1-1- *- 


0 ;1 >2 j% i4 ;5 

4-1-1-1-1-F 


Fig. 4-2- Eje imaginario 

La election de la palabra imaginario es muy desafortunada, pues estos numeros tienen tanta exis¬ 
tence fisica como los reales. El vocablo significa, exclusivamente, que los numeros imaginarios no se 
pueden representar por un punto en el eje de los numeros reales. 


numeros complejos 

u n numero complejo z es de la forma x + jy, en donde -v e y son ndmeros reales y j = V ~ 1 ■ En un 
mimero complejo x + jy la primera componente, x. se llama parte real y la segundajy, parte imaginaria. 
Si la parte real es nuta, .x = 0, el numero complejo se reduce a un numero imaginario (puro) y se repre- 
sema por un punto sobre el eje imaginario. Analogamente, si la que es nula es la parte imagmana. y - 0, 
el numero complejo se reduce a un numero real y se representa por un punto del eje real. Por consiguren- 
te, el conjunto de los numeros reales tiene como subconjuntos al de los numeros reales y al de los ima- 

S ' na La S condici6n necesaria y suficiente para que dos numeros complejos, a+jbyc+ jd , scan iguales 
es que a ^ c y b = d, 

35 
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Si $e traza el eje real perpendicular al eje imaginario, como se represents en la Fig. 4-3, siendo 0 el 
punto de intersection llamado origen 3 el conjunto de los numeros complejos se puede poner en corres- 
pondencia biunivoca con el conjunto de puntos del piano complejo asi formado. En dicha Fig, 4-3, se 
han situado los seis numeros complejos (z 1? z$) que aparecen a su izquierda. 


= 6 

z 2 — 2 — j'3 
z 3 = J 4 
*4 - -S + j2 
- -4- j4 
= 3 4- j'3 



DISTINTAS FORMAS DE EXPRESAR UN NUMERO COMPLEJO 

En la Fig. 4-4, x = r cos 8, y = r sen 0, con lo que el nu- 
mero complejo z es 

z = x + jy = r(cos 9 + j sen 0) 


en donde la expresion r = *Jx 2 + y 2 se Hama modulo de z, y el 
ingulo 0 = arc tg y/x recibe el nombre de argumento de z. 

La fdrmula de Euler, e* = (cos S + j sen 0), permits, ex- 
presar en otra forma, que se llama exponential* un ntimero 
complejo (vease Problema 4-1). 

z — r cos $ 4- jr sen 9 = re Jd 

En teoria de circuitos es muy frecuente cmplear la forma polar o de Stemmetz de un numero com¬ 
plejo z y se suele escribir asi: 

r(0 

en donde 5 se mide en grados o en radianes. . 

A continuacidn se resumen las cuatro formas de representar un numero complejo, el empleo de 
una u otra depende, fundamentalmente, de la operation que se trate de efectuar. 

Forma binomica z — x + jy 

Forma polar o de Steinmeiz z — r/0 
Forma exponential i = r e ** 

Forma trigonometrica z = r(cos B + j sen 9} 



Representation polar de un 
n timer o complejo x 

Fig. 4-4 


CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO 

El conjugado del niimero complejo z = x + jy es el complejo x* = x - jy. Por ejemplo, son nii 
mcros complejos conjugados los pares: (t) 3 — j2 y 3 + J2, (2) — 5 +/4 y —5 — _/4. 
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Bn forma polar, cl conjunto de z - r /0 es 
z * * r /-Q , Como cos (-0) = cos Oy sen (-0) = 
-sen 0 7 el conjugado de z = r(c os 0 + j sen 0) es 
z* = r(cos 0 - j sen 0), Por ejemplo, el conjuga¬ 
te de z = 7 /30° es i* = 7 /-3Q 0 . 

En el piano complejo, el conjugado z* de un 
numero complejo z es siempre el simetrico de z 
respecto del eje real, como se muestra en la Fi- 
gura 4-5. 

Por consiguiente, las cuatro formas de escri- 
bir un n timer o complejo z y $u conjugado corres- 
pondiente son: 

z = x -f jy z = r[8 z = 

2 * = x - jy z* ™ rj-8 z* = 



Fig. 4-5. Numeros complejos y sun conjugados 

re ie % = r(cos $ + ; sen 8) 

re~ id z* ~ r(cos 8 — j sen#) 


SUMA Y RESTA DE NUMEROS COMPLEJOS 

Para sumar (restar) dos numeros complejos se suman (restan) sus partes reales y sus partes imagi- 
narias independientemente. En la practica, para sumar (restar) complejos lo mas comodo es escribirlos 
en forma binomica- 

Ejemplo 1. Sean los complejos z y - 5 - )2 y z 2 = -3 - jS. Entonces, 

*i + z 3 = (5-3) + j(—2 — 3) = 2 - jlO 

i 3 - z £ ~ (“3-5) + ?(-8 + 2) - -8 - ;6 

MULHPLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS 

El producto de dos ntimeros complejos, escritos en forma exponential, se deduce inmediatamente 
de las propiedades de la potentiation. 

zi*2 = (n^)(ri^) = rir a e j(e i + ^ ) 

Si los complejos se escriben en forma polar es evidente que 

zizs - (r x [Bi YrJji ) = Tit JBi + $ 2 

Por tiltimo, si los complejos vienen dados en forma binomica se multiplican como si fueran po- 
linomios. 

z i z 2= + Jyi)( x 2 + 7/2) = x i x i + Ai> j 2 + j}'ix 2 + j 2 y l y 2 

= (* 1*2 - ri>'2) + yi x i) 

Ejemplo 2. Si z { — be**'* y z 2 = 2e~w* t resulta % x z 2 — (5e^ 3 )(2e-^ /6 ) = 

Ejemplo 3. Si Zj “ 2 /30° y z 2 = 5 /-45° , resulia * : z 2 “ (2/30° ) (5 /-45 0 ) = 10 /—15° . 

Ejemplo 4. Si = 2 + j3 y z 2 = -1 — j’3, resulta z,z a - (2 + j3)(-l - ;3) - 7 - j9. 

DIVISION DE NUMEROS COMPLEJOS 

El cociente de dos numeros complejos, escritos en forma exponential, se deduce inmediatamente 
de las propiedades de la potentiation, 

zi _ = 

22 tie* 8 * r a 
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Si los complejos se escriben en forma polar es evidente que 


£1 


ri[B_i 
nlBz 


~ /#! ~ 

T2 - 


Por ultimo, si los complejos vienen dados en forma binbmica se multiplica el numerador y deno- 
minador por el conjugado del denominador. 


zt __ 3i + Wi + ViVi) + jjyiXz - VzXi) 

22 x* + jyi\x 7 -jyd + v\ 


Ejemplo 5. Sean z l ~^' an y z £ = 2e^ /ti ; entonces — — ~~/.t =: 2e& /6 . 

z 2 2^ /a 


z 8/—30° 

Ejemplo 6. Sean Ej = 8 /-3Q 0 y z^ ~ 2 /-60° ; entonces — = - 4 /30° . 

-2 2 /—60 


Ejemplo 7. Sean -- 4 - j'5 y *, = 1 4- >2;entonces fl ~ ^ (l = 

« a 1 + j2 \ 1 - j2 / 


-6 — jlS 


RA1Z DE UN NUMERO COMPLEJO 

Cualquier mlmero complejo dado en la forma z = r e* 9 equivale a escribir z = con 

n = 0, ±1, +2, . . . An&logamente, z = r[$_ es equivalents a z = r /{$ + «360° ). Por consiguiente. 


— J* 0^ ™ 7" 


z ™ r [B_ = r j(8 4- n360°) 


y yfi - ^r e «» + s^)/k 
y \Ti = frr/(tf+w360°)/fc 


Dando a A: los valores 0, 1, 2, 3,. . ., (k - 1), se deducen las k raices distintas que posee un ntimero com- 
plejo. 

Ejemplo 8. 

Si z ^ 8/60 c , se deduce que ^z = ^/S /160 0 + k 360 : )/3 - 2 /(20° + *120% Como rt se le pueden dar los 
valores 0, i y 2 se oblienen las tres raices 2/2Q°, 2 /140° y 2 /260 & . 


Ejemplo 9, Hallar las raiccs quintas de Ja unidad (real). 

Como 1 - le* 2 *", se dene = *f \ e i2n ” !S *=» le* 1 *" 1 *. Como n se le pueden dar los valores 0, 1, 2, 3 y 4, 

las cinco raices quintas son 1/0°, 1, 1/72°, 1 /144° , 1/216° y 1 /288 r ' . 


LOGARITMO DE UN NUMERO COMPLEJO 

El logaritmo neperiano o natural de un numero complejo se halla muy facilmente si este se escribe 
en forma exponential. 

In z - I n re j(e+2 ™ } = In r + In e i{0 + twn) = In r 4- 3(8 + 2 * 71 ) 

El resultado que se obtiene, pues, no es unico. Se llama valor principal del logaritmo al que corres- 
ponde a n - 0, y es el que se considers con mas frecuencia. 

Ejemplo 10, Si z = se deduce In z ~ In : e*' 1 ** = In 3 + jn /6 = 1,099 +>0,523. 

EMPLEO DE LA REGI A DE CALCULO EN EL ALGEBRA 

DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

Introduction 

En la notacion fa serial que veremos en el Capitulo 5, la tension, la intensidad de corriente y la im- 
pedancia son numeros complejos. Las formas de expresidn mas frecuente de estas magnitudes son la 
bindmica y la polar. Es necesario, pues, pasar rapidamente de una a otra forma, ya que lo mis edmodo 
para multiplicar y dividir complejos es esenbirios en forma polar y, en cambio, para sumarlos o restar¬ 
ts lo mejor es hacerlo en forma binomica. 
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Para estas conversiones, es muy aconsejable manejar con soltura la regia de calcuio decimal-trigo- 
nometrica. Existen diversas reglas de calcuio y recomendamos aprender bien su utilization leyendo el 
libro de instrucciones que la acompafian. 

Como el propdsito de esta parte es llegar a una rdpida y eficaz conversion en cualquier sentido, las 
explicaciones trigonometricas se reducen al minimo. 


PASO DE FORMA POLAR A B1NOMICA 

Ejemplo 11. Expresar 5 C|f53,r en forma bindmica, x + jy. 

1. Se hace un <tmono» o dibujo expresando el hecho de que ci angulo es mayor de 45°, 

2. x = 50 cos 53, P = 50 x 0,600 = 30, 
y = 50 sen 53,1° = 50 x 0,800 = 40. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas positivas. 

4. 50 /53,1° = 30 + ;40. 



Ejemplo 12. Expresar 100 /- 120° en forma binomica, x + jy. 

1. Se dibuja el «mono» correspondiente. El angulo de referenda es 60“. 

2. x = 100 cos 60° = 100 x 0,500 = 50, 
y= \00 sen 60° = 100 x 0,866 = 86,6. 

3. Las partes real e imaginaria son ambas negativas. 

4. 100/- 120° = -50 “ 786,6. 



PASO DE FORMA BINOMICA A POLAR 


Ejemplo 13. Expresar 4 + _/3 en forma polar, r/0. 

1. Se hace un «mono» o dibujo exagerando el hecho de que la parte real es mayor 
que !a parte imaginaria, es decir, el angulo es menor de 45 c . 

2. 6 = arc tg ^ = arc tg 0,75 = 36,9° (<45 5 ) sen 36,9° = 0,600, de donde r = 



0,600 


0,800, de donde r 


0,800 


3. 4 + j 3 = 5/36,9°. 


Ejemplo 14. Expresar -10+ J20 en forma polar, rjQ. 

1. Se dibuja $1 «mono» correspondiente. El angulo de referenda es menor de 45° 
(complementario de 0). 

20 

2. 0j = arc tg — = arc tg 2 = 63,4°. Por tanto, = 180° - 63,4° = 116,6°. 

20 

sen 63,4° = 0,895, de donde r = —7 = 22,4 o bien cos 63,4° = 0,449, de 

0,0:? 5 

donde r = - - ■ = 22,4. 

0,449 

3. -10 + ;20 = 22,4 /116,6° . 
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OPERACIONES CON ANGULOS MENORES DE SEIS GRADOS 

Cuando el valor numerico del angulo 0 de la forma polar de un numero complejo es muy pequeno, 
el modulo r y la parte real x de la forma binomica son aproximadamente iguales. Para \0\ ^ 5,73 , los 
valores de r y de x se consideran iguales. La parte imaginaria jy — jr sen 0 se determina empleando 
la escala de senos tangentes (ST) de la reglilla en la que se hace la sustitucibn de los infintesimos equi- 
valentes: seno, arco y tangente. La misma hipotesis se hace cuando el angulo 0 es proximo a 180 , cuyo 
angulo de referenda para los c&lculos es menor que 5,73°. 

Si el valor numerico de 0 es proximo a 90°, el modulo r y el valor de y de la parte unaginana co- 
rrespondiente al complejo escrito en forma binomica son aproximadamente iguales. Para 84,27 M = 9 = 
95 73° los valores de r e y se suponen iguales. La parte real * = r cos 6 se determina empleando la escala 
de senos tangentes de la reglilla, teniendo en cuenta que cos 0 = sen (90° - 9). Esta misma considera- 
cion se hace para valores de 0 prbximos a 270°, en los que el dngulo de referenda es igual o mayor que 

84,27°. 


Ejcmplo 15. Expresar 10 /3.5° en forma binomica. x + jy. 

j. Se hace un «mono» o dibujo exagerando el valor del angulo. 

2. Como el angulo es menor de 5,73°, la parte real x = 10. 

3. sen 3.5° = 0,061. de donde y - 10 x 0,061 = 0,61. 

4. Las partes real e imaginaria son ambas positivas. 

5. 10 /3,5° = 10 + ;0.61. (Para angulos muy pequenos, la rclacion entre las partes real 
e imaginaria es de 10 a I.) 



Ejempio 16. Expresar 450. '9V en forma binomica. x +■ jy. 

1. Se hace el «mono» correspondiente. El angulo de referenda es 86 J . 

2. Como el angulo de referenda es mayor que 84,27'\ la parte imaginaria y = 450. 

3. cos 86° = sen 4° = 0.070. de donde x = 450 * 0.070 = 31,5. 

4. La parte real es negaiiva y la imaginaria es positiva. 

5. 450/94" = —31.5 4-/450. 



Ejempio 17. Expresar 50 + /500 en forma polar, r/0 

\ se hace el «mono» correspondienie. La relacion de partes imaginaria a real es ma¬ 
yor que 10 a I.locuai indica que el angulo cs mayor de 84,27°: portanto, r - 500. 

2. 0, = arc tg — = arc tg 0.04 = 2.3 s Por tanto. 0 = 90' - 2.3 s = 87.7 s . 

500 

3. 50 + /500 » 500/8 7.7 °. 



Ejempio 18. Expresar -4 -/85 en forma polar, r^O. 

1 Sc hace el «mono>' correspondiente. La relacion de paries imaginaria a real cs ma¬ 
yor que 10 a i. lo cua! indica que el angulo es mayor de 84,27°; por tanto. r = 85. 

2 q - 90 - arc tg — = 90 - arc tg 0.047 = 90" - 2,7" = 87,3 V . Por tanto, 0 = 

85 

87,3 ± 180' * 267,_V o bicn -92.7°. 

3. _4 _ ,85 = 85 ,•267 .3 s = 85/- 92.7' 1 . 
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Problemas 

4-1 Demostrar la formula de Euler. 

SupoDgamos que una funcidn se puede representar por una serie de potencies de x de tipo Maclaurin: 


/(*) = /(O) + */'< o) + |^no) + —o) + 


<n —1>! 

siendo continuas, en x = 0, la funcion y iodas sus derivadas. 

Los desarrollos de Maclaurin de cos 0, sen 6 y en potencias de 0 son: 




COS tf 


2! 4! 6! 


= * -ji + + 


w - . & 2 . „ 0 1 , . s 5 . e 7 . 

e - 1 + jtf 2 , J 3! + 4! + J 5! 6! J 7! + 

Agrupando terminos en la serie correspondieme a e* tendremos> 

<* = (‘-S+S-p + "') + '('-|T + li-|T + "') * — + 

4-2 Dibujar el piano complejo y situar los siguientes numeros complejos. Expresar cada uno de ellos 
en forma polar y repetir el dibujo. Comparar las dos represen taciones graficas para cerciorarse de 
que las conversiones fueron bien hechas. 

(a) 2-/2 (b) 3 + >8 ic) -5 + J3 id) -4 - j4 ( e ) 5 + ;0 {/) j'6 {g) -4 {k) -;5 


4-3 Expresar cada uno de los mimeros complejos que se dan a continuation en forma polar: 

(a) 15<?^< (b) (c) (d) (*) (/) 

So/, («) lSZli! , (*>) S /-120° > <«> 4t50f , <rf) 2/90^ , («r) 10 /-210* 6 1Q£50? > (/) 18 /-90 0 

4-4 Efectuar la operation que se indica: 

< fl ) z = 3 — j’4. Hallar zz*. (d) z - 2.5«-J^ 3 . Hallar zz*. (g) z - 95 /25° . Hallar z ~ z*. 

{b) z “ 10 /—40 n . Hallar zz*. (e ) z = 2 + > 8 . Hallar z - (A) * “ r/^^Hallar z/z*. 

<c) z = 20 /53,1° . Hallar z + r°. (/) * = 10 - ;4. Hallar t + z*. 

Sof. (a) 25, ( 6 J 100, (c) 24, (d) 6,26, (e) jlG, l/) 20, (g) jS 0,2, (A) 1/2* . 

4-5 Hallar las raices que se indican de los ndmeros complejos siguientes: 

(a) V&+1H (6) v/150 /—60° <e) ^6,93 - ji (d) v^P« (»> v'l (/) V4 

So/, (a) 3.07/29° , 3.07 /209° . ( 6 ) 12.25 /—30° , 12.25 /150° , <c) 2 /-10° , 2 /110° . 2 /230° , (d) 3ei»«, 
3c' 1 (c) 1/0 , l/90_° , 1 /180° , 1 /270° , (/) 2/0. 2 /180° , es decir, +2. 

4-6 Hallar el logaritmo neperiano de los numeros complejos En el apartado (e) calcular el 

producto mediante logaritmos. 

(a) 20/45°, ( 6 ) 6 / —60°, (c) 0,5/120°. (<0 0.3/180°, <*) (0,3/180°)(20/45°) 

Sol. (a) 3 + Jn/4, (b) 1,79 - Jn/3, (c) -0,693 + /2ir/3, (d) - 1,2 + jn, ie) 6 /225° 

4-7 Mediante la regia de calcuto, pasar de forma polar a binomica cada uno de los mimeros complejos 


que 

se indican. 





(a) 

12,3/30° 

Sol. 10,63 + /6,15 

(^) 

0,05/-20° Sol. 

0,047 - 70,0171 

W 

53/160° 

-49,8 + ylB.l 

if) 

0,003/80° 

0,00052 + 70,00295 

(O 

25/—45° 

17,7 - 717,7 

is) 

0,013/260° 

-0,00226 - 70,0128 

W) 

86/-115° 

-36,3 - 7'78 

W 

0,156/—190" 

-0,1535 + 70,0271 

Mediante la regia de calculo, pasar de forma binomica a polar cada uno 

de los numeros complejos 

que 

se indican. 





ia) 

-12 + >16 

So!. 20/126,8° 

(e) 

0,048 - 70,153 Sol. 

0,160/—72,55° 

0>) 

2-/4 

4,47/-63,4° 

if) 

0,0171 + /0,047 

0,05/70° 

{O 

-59 — >25 

64/20 r 

is) 

-69,4 - 740 

80/210° 

id) 

700 + >200 

727/16" 

ih) 

-2 + ;2 

28,3/135° 
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4-9 


NUMEROS COMPLEJOS 


[CAP. 4 


4-10 


4-11 


Mediante la regia de calculo, pasar de forma polar a binomica cada uno de los numeros complejos 
que se indican; 

, , lnrP So i so + /0 523 (e) 0,02/94° Sol, -0,00139 + JO,02 

ft 87lVj25 i/1 0,K>m 

S SttF' -A5+AH5 W 200/181- -200 -/3,49 

Mediante la regia de calculo, pasar de forma binomica a forma polar cada uno de los numeros 
complejos que se indican: 

(а) 540 +,40 Sol. 540/4,25= W °' 8 “ /°’“ 96 S ° l 

(б) -10 -/250 250 /- 92,29° CO 10 +/ 0 ' 523 “^L.. 

\c) 8 -JO,5 8/3,581 Of) -200 -/3,49 

(d) 25 +/717 717,/ST (A) 0,02 -/0,001 0,02/^2J(7_ 

Como ejercicio con la regia de calculo, pasar de una a otra forma los numeros complejos que se 
indican. Pasar las respuestas a la forma original: 


(a) 40/10- 

(b) 18 - J9 

(c> 0,03 + j'0,80 
(d) 0,06/- 100° 


(?) 5,0 f ,0,3 
(f) 0,50/174= 

{ g J ISO + J55 
(h) 25/88" 


(0 ~0,05-./0,80 (m) SO /—98° 

O') 150/-5° (n> -15-/30 

(A) 0,002 /-17 8° (o) 5 /233,1° 

(/) -1080+/250 (p) -26+,15 


(?) 0,85/Jl 

(r) 3+J4 

(s) 20 /-143,1° 

(f) -5-/8,66 


Sol. 0 

1 

6 4- J10 
-4 + j2 


4-12 Hallar la suma o diferencia de los numeros complejos que se indican: 

(a) (10 /53,1° ) + (4 + j2) Sol. 10 +/10 <«> (-5 + /5) - (7,07/136?) 

(b) (10/90° ) + (8 - j2) 8 + j8 (/) (2 — JlO) — (1 — j'10) 

J (-4 - >6, + (2 + j'4) -2 - ;2 (IT) (10 + Jl) + 6 " V*A*t=£- > 

(d) (2.83/45° ) - (2 - j'8) JlO < ft > _ ( 5 /5M! ) (1 )6) 

4-13 Hallar el producto de los numeros complejos que se indican. Como ejercicio complementary, 

se pueden convertir todos los complejos a forma polar y calcular de nuevo su producto, com- 
probando ei. resuilado; 

(а) (8-/2>(l-/4) Sol. -6-/14 («) (j2)(/5) SoL ~ 10 

(б) (2 + /0)(3-;3) 6-/6 (/) XX-lXo _ a 

/_i „ j\)i\ 4- j\) —j2 (P) (2 + j2;(2 ;2) 

W 1/2X4-JS) 6 + 18 (A) (* + «){«.-JV) * l + b 2 

4-14 Hallar el cociente de los mimeros complejos que se indican multiplicando numerador y denomi¬ 
nator por el complejo conjugado del denominador. Pasar los numeros a forma polar y calcular 
de nuevo su cociente comprobando el resultado. 

(а) (5 + /6)/(l - Jl) Sol. j’S M (3 + z3)/(2 + z2) S0i X, 

(б) (4 —/8)/(2 + J2) -1-/3 (/) (-S /10)/( +/ ) ’ 

(c) (5 - z’10)/(3 + /4) -1 - /2 (?) 10 (6 + 18) 0> ‘ £’* 

(d) (8 + /12)/{/2) 6 - /4 W /5/(2 /2) J • 

4-15 Hallar cada unos de los productos que se indican: 

, , „ < , /imf-0 85 + >43) Sol 45/177,1” (*) (2 +/6)(18j2P) 

A ’ (6 P 3) 26/2/^42,6° if) (25^45.°)(0,2^15.°) 

X f"2 + S 506/29/F Ck) (12-/16X0.23+JO,75) 

S«B ' 13 T <*» 

4-16 Expresar cada una de las relaciones por un unico complejo: 

(a) (23,5 + J8,55)/(4,53 — (2.11) Sol. 5/45/ < el (6,88/12^1/(2 +/D 

{ > 1 ’ 6/0/ (Jj .(5+/5)/5M! 

2/125° te) 1 /(6 + J8) 

5/—45° (A) (- 10 + J20) /(2 -jl)_ 


(6) (21,2-/21,2)/(3,54-/3,54) 

(c) (-7,07 + J7,07)/f4,92 +,0,868) 

(d) (-/45)/(6,36-/6,36) 


Sol. 113.5 /92,5° 
5 /20° 

15.6 6/19,7° 

4,53 /111,1° 


Sol. 3,08 /-14,6° 
1,414/^351 
0,1/ —53,1° 
10 /143.2° 


4-17 En cada uno de los casos siguientes hallar el valor de la expression r 1 z 2 /(z l + *,): 

(a) z, = 10+/S, z 2 - 20/30’ 1 Sol. 7,18/27,8° (c) z, = 6 - J2, z 2 = 1 + J8 Sol. 5.52/2W 


(A) z, = 5/45°, 2 2 = 10 /-70° 


5,5/15,2° 


(d) z, = 20, z 2 =J40 


17,9/26,6° 
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Capitulo 5 


Impedancia compleja y notacion fasorial 

INTRODUCCION 

E! analisis de circuitos en regimen permanente senoidal tiene una gran importancia no solo porque 
las tensiones que suministraa los gen er ad ores son, muy aproximadamente, fun clones sen o id ales del 
tiempo, sino porque cualquier forma de onda periodica se puede sustituir por un termino constante y 
una serie de terminos de senos y cosenos. Se trata del meiodo de Fourier de analisis de formas de ondas 
y serii objeto de estudio en otro capitulo. 

En el Capitulo 3 se estudiaron muchos circuitos sencillos en los que las tensiones y corrientes eran 
funciones senoidales del tiempo. Sin embargo, hemos visto como a pesar de tratarse de circuitos relati- 
vamente simples su analisis es muy pesado. Mediante el empleo de la notacion fasorial en la representa¬ 
tion de tensiones e intensidades de corriente y el concepto de impedancia compleja de los elementos del 
circuito, el estudio en regimen permanente senoidal se facilita en grado sumo. 


IMPEDANCU COMPLEJA 


Consideremos al ctrcuito serie RL de la Fig. 5-1 al que se le 
aplica una tension u(r) - V m e^\ Segtin la formula de Euler, esta 
funcion se descompone en un termino en seno y otro en coseno, 

V m co$ cot + JV m sene ot. Aplicando la segunda ley de KirchhdfT a 
la malla o lazo tendremos, 

Ri(t) + = V m e*‘ 

Esta ecuacion diferencial lineal es de primer orden y su solution 
particular es de la forma /(f) = Sustituyendo esta funcion 

de corriente re suit a. Fig, 5-1 

RKe 1 ^ + jJLKeP* = V m e** 

V Vm 

de donde K = - ■ e ^La relation entre las funciones de tension e in- 

R + >L ' ' R + >L 

tensidad de corriente pone de manifesto que la impedancia es un mimero complejo cuya parte real es 
el valor de R y cuya parte imaginaria es eoL: 



Z = 


v[t) _ 
i(t) 


V m e*‘ 


pM 


— R -F jwL 


R + jiliLt 

Consideremos ahora un circuito serie RC con la misma 
tension aplicada F B1 e M 1 como indica la Fig. 5-2, En este caso, 


^ J* i(t) dt = V m e M (!) 

Haciendo /(f) = Ke itat y sustituyendo en (/) resulta, 

RKe M + -rf; AV“‘ = V m e'“‘ • 



Fig. 5-2 


43 
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de donde K — 


IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASOfUAL 

V m .... v> 


[CAP. 5 


B + l/j«C R - j(l/o>C) 


z = 




= R - ;(l/o.C) 


e j«t_ p or tanto. 


Una vez mas observamos como la impedancia es un numero complejo cuya parte real es el valor de R 
y cuya parte imaginaria es, en este caso, — 1 f<oC. 

Todo esto indica que los elementos de un circuito se 
pueden expresar mediante su impedancia compleja Z, la 
cual se puede situar directamente sobre el diagrama del 
circuito, como indica la Figura 5-3, 

Ahora bien, como la impedancia es un ntimero com¬ 
plejo se nodra representar por un punto en el piano com- hi 

plejo. Ademas, como la resistencia ohmica no puede ser 
negativa, solo se precisan el primero y el cuarto cuadrante. 

La representacion grafica correspondiente se llama dia- Fig, 5-3 

grama de impedancias. (Vease Figura 5-4,) 





Fig. 5-4. Diagramas de impedancia 

La resistencia R corresponds a un punto sobre el eje real positivo. Una inductancia o reactancia 
inducUvaT “ represent^ por un punto del eje imaginario positive, mientras que una capaatancm 
o reactancia capacitiva X c estara representada por un punto sobre el eje imaginario negative*. En gene , 
™ SSanS compleja Z <e JU* sobre el prtaero 0 el cuarto cuadr.n.,J2“"o°dietoTS 
que intjren el circuito. El argumento de la forma polar de Z esta comprendtdo, seglin lo dicho, entre 

+90° o bien + r/2 radianes. 

Ejemplo 1. 

A un circuito serie RL con R - S ohmios y L = 2 milihenrios se le aplica una tension v = 150 sen 5000f vol- 
7 ear 1 1.16 /63.4° . 


•0t 



Fig. 5-5 

J Ann circuito serie RC con R = 20 ohmios, C = 5 tnicrofaradios, se le aplica una tensidn p = 150 cos 10.0001 

voltios. (Vease Fig. 5-6 } Hallar su impedancia compleja Z. 

' __ 20 O; por tanto, Z = 20 — fiO. En forma 

La reactancia capacitiva es X c - -- - 10 * icr 6 ) 


polar, Z = 28.3 /-45_° . 
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En todos los circuitos, excepto en aquellos que solo contienen elementos resistivos puros, la im- t 
pedancia es una funcion de la pulsation to, ya que tanto X L como X c son funciones de Por ello, cual- 
qiiier im pedancia compleja solo es valida para aquella frccuencia a la que fue calculada. 


NOTACION FASORIAL 

Consideremos la funcion/(/) — r e jwf . Representa un numero complejo que depende del tiempo /. 
Sin embargo, su modulo es constante e igual a r. Haciendo una representation gr&ifca en los instantes 
/ = 0, tt/ 4y n/2a>, como indica la Fig. 5-7, se pone de manifiesto la naturaleza de la citada funcion. 




Fig, 5-7, Funcion 

En e fee to, para to constante, el segmento gira en sentido contrario al de las agujas del reloj con ve- 
locidad angular constante. Si observamos las proyecciones de este segmento giratorio sobre los ejes 
real e imaginario, veremos que coinciden con los terminos coseno y seno, respectivamente, de ^ dados 
por la fdrmula de Euler. 



r 



Funcion seno 


Fig. 5*8 
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46 IMPEDANC1A COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL [CAP. 5 

En el Capitulo 3 vimos que por un circuito serie RL al que se le aplica una tension v = V m sen wt 
voltios circuia una corriente, i = I m sen (<ot — 0) amperios, que esta retrasada un angulo 0 respecto 
de la tension, siendo 0 = are tg faL/R). Este angulo de fase depende de las constantes del circuito y 
de la frecuencia de la tension aplicada, pero nunca puede ser mayor de 90° o n/2 radianes, En la Fig. 5-9(b ) 
se han representado las formas de onda de v e i su funcion de a>t. En la Fig. 5-9(4) se muestran un par 
de segmentos dirigidos que giran en el piano complejo en sentido contrario al de las agujas del reloj con 
vetocidad angular constante a>. Como los dos tienen la misma velocidad, el Angulo que forman, o fase, 
permanece constante. Ademas, por el sentido de giro se deduce que la corriente esta retrasada respecto 
de la tension un angulo 0. 


j 





(a) 



rig. 5-9 


Las proyecciones del segmento giratorio sobre el eje imaginario son, exactamente, las funciones 
representadas. Esto se deduce de la formula de Euler, ya que la parte imaginaria de la funcion expo- 

nencial es la funcion seno. . , . , , 

Consideremos una funcion dc tension general r = V m siendo a la fase inicial de la misma, 

es decir, en el instante inicial / -= 0. Apliquemos esta tension a un circuito de impedancia Z - zc , 
{ — n/2 ^ 0 ^ n/2), En estas condiciones, la imensidad de corriente viene dada por: 

{V m e^ +a ')/(ze i(l ) = (VJz)e> lt * l * a - 9t = e J(w[4 es decir, 


Esta ecuacion pertenece al dorninio del tiempo , ya que este aparece explicitamente en las expresiones 
de la corriente y de la tension. A continuacion, vamos a hacer dos cambios en dicha ecuacion para re- 
presentar \os fasores. En primer lugar, multipliquemos la igualdad por e ~ J< * para eliminar el tiempo, 
Despues, muUipliquemosla por l/Jl para obtener los valores efkaces de corriente y tensibn. 


a -■}tjt 

git tut ’t u - 0) J ~ 

e " iul / Vm e i<wt+0, \ 

V'2 \ / 



V* 

2 

(2) 


I/a-e 

VbL 

*tl 

(3) 


I = 

V 

w 


La ecuacion {2} es la transformada de la anterior al dominio de la frecuencia. En dla no aparece el 
tiempo. Sin embargo, la variation con el tiempo de la ecuacion (/) esta bien clara. En la expresion (J), 
los simbolos V e / sin subindices indican los valores eficaces de la tension e imensidad de corriente res- 
pectivamente, La expresion (4) relaciona, pues, las magnitudes complejas I, V y Z ycomo tales deben 
considerate, esto es, con su modulo y su argumento. Esta ultima formula es el equivalent e fasorial de 
la ley de Ohm que, a veces, se llama forma compleja , o forma vectorial, de la ley de Ohm. 
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Fig. 5-10 

En !a Fig. 5-10(a) se representan, en el piano complejo, las funciones de tension e intensidad de 
corriente expresadas en forma exponential. Dicha representation pertenece al dominio del (tempo r, 
el cual aparece expiititamente. En la Fig. 5-10(6) se representan los fasores de tension e intensidad de 
corriente respectivos. Los moduios son 1/^/5 veces los correspondientes de ia Fig. 5-10(a) y no aparece 
el tiempo en forma explicita. Sin embargo, el Angulo 0 y el modulo de la intensidad depende de la fre¬ 
cuencia, razon por la cual diremos que la Fig. 5-10(6) es una representacion en el dominio de la frecuencia. 


Problemas resueltos 

5*1 Hacer una representacion grafica de la variacidn de X L y X c con co en el margen de 400 a 4000 ra- 
dianes por segundo. Los valores de L y de C son, respectivamente, 40 milihenrios y 25 microfa- 
radios. 

Dando valores a o> comprendidos en el margen dado y sustituyendo en X L = ojL y X c = 1/cjC, se obtie- 
nt la tab la de la Fig. 5-11 (a). En la Fig. 5 - 11 ( 6 ) se pueden observar las representaciones graficas de X L y X c . 



rad/s 

Xl 

ohrmos 

X c 

ohmios 

400 

16 

100 

800 

32 

50 

1000 

40 

40 

1600 

64 

25 

2000 

80 

20 

3200 

128 

12.5 

4000 

160 

10 


Cualquier circuito con una bobina L oun condpnsador C tiene una impedancia que depende de la frecuen¬ 
cia, Asi, pues, un diagrama de impedancias construido para una frecuencia dada solo es valido para dicha fre¬ 
cuencia. 


5-2 Construir ios diagramas fasoriales y de impedancia y determinar las constantes del circuito para 
la tension y corriente stguientes: v = 150 sen (5000/ + 45°) voltios, i — 3 sen (5000/ — t5 c ) am- 
perios, 

El modulo del fasor es 1/^2 veces el valor maximo. Por tamo, 
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y 


IMPEDANCIA COMPLEJA V NOTACION FASORIAL 


150 


V - # 106/45°, I = -4z /"15° = 2.12 /-15 


V2 


Z - 


106/45° 
2,12 /—15° 


y/z" 

- 50/6CU = 25 + j'43,3 




Diagram* fasorial 


Fig. 5-12 


Diagram* dc impedanrias 


[CAP. 5 


La corriente esta rctrasada respecto de la tension un dngulo de 60°, lo cual indica que se trata de un circuito 
serie RL . De la ecu^rion anterior obtenemos &>L = 43,3 Q de donde L = 43,3/5000 — 8,66 mH. Las constan¬ 
ts del circuito son, pues, R = 25 Q y L = 8,66 mH. 


5-3 Construir los diagramas fasoriales y de impedancias y determinar las constantes del circuito para 
la tension y corriente siguientes: v - 311 sen (2500/ + 170°) voltios, i — 15,5 sen (2500/ - 145°) 
amperios. 


V = ^/170° = 220 /170° , 



I = —J /—145° - 11/—145° 

V2 

20 /—45° = 14,14 - /14.14 



Fig. 5-13 


La corriente esti adelantada respecto de la tension un angulo de 45°, lo cual indica que se trata de un cir¬ 
cuito serie RC. De la ecuaci6n anterior se deduce que X c = 1 J<oC *= 14,14 fl, de donde C — 1/(14,14 x 2500) = 
28,3 /jF. Las constantes del circuito son, pues, R = 14,14 O y C = 28,3 /jF. 


5-4 Un circuito serie de dos elementos, R = 20 ohmios y L = 0,02 henrios, 
tiene una impedancia igual a 40 J6 ohmios. Hallar el argumento y la fre- 
cuencia f en hertzios (Hz) o ciclos por segundo (c.p.s.). 


Impedancia del circuito = 20 JX L = 40/0. 

De la Fig, 5-14, Q = cos -1 20/40 = 60*;~por tanto, 

X L = 40 sen 60° = 34,6 fi 

Ahora bien, X L *= ojL = 2nfL, con lo que/ — — 

2 itL 2*(0,02) 


275 Hz (o c.p.s.) 
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5-5 A un circuito serie con R = 10 ohmios y C - 50 microfaradios se le aplica una tension cuya fre- 
cuencia es tal que la corriente adelanta 30° respecto de la tensidn. qu£ frecuencia la corriente 
estaria adelantada 70° ? 


En la Fig. 5-15, tg -30° - #-jr Cl /10 = “0,576 o bien X Cl = 5,76 

Aliora bien, como X Ci = \jlitf x C y 

/l " 2nCX' Cl = 2ir(50 x KT 6 ¥)(SJ60) = 553 HZ ( ° C ' P ' S ' ) 

Con la nueva frecuencia/ a la corriente debe estar adelantada 70°. Ahora 
bien, tg —70° = -X C J10 = -2,74, con lo cual X Ci = 21A O. Enton- 
ces, como/j/A = X c JX Ct resulta A/553 = 5,76/27,4, de donde f % = 116 Hz 
(o c.p.s.}. 

Debido a que X c es mversamente nroporcionai a cu f e! circuito serie RC 
tendra un ingulo de fase tanlo mayor cuanto menor sea la frecuencia. 



5-6 Siendo / = 500 hertzios, determinar el elemento simple que en 
serie, con una resistencia R = 25 ohmios, origina un retraso de 
la corriente respecto de la tension de 20 c . Repetir el problcma con 
un adelanto de 20°. 

Un retraso de 20° requiere una reactancia inductiva X L en serie con R . 
Adem£s, la reactancia capacitiva X c que orjgina un adelanto de 2Q D tendrd 
el mismo valor ohmico que X L + 

Para el retraso de corriente, tg 20° = XJ25 o bien X L = 9,1 Q. Enton- 
ces, L = XJ2%f= 9J/2n(50O) = 2,9 mH. 

Para el adelanto de corriente, C “ \j2nfX c = 1/2^(5001(9,1) = 35 ^F. 



Fig. 5-16 


5-7 Un circuito serie con 7? = 25 ohmios y L = 0,01 henrios se utilka con frecuencia de 100, 500 y 
1000 hertzios. Calcuiar la impedancia del circuito Z para cada una de ellas. 


Para/ - 100 Hz, X L = InfL = 2/tflOO)(0,Ol) = 6,28 U. An^logamente, para/ = 500 Hz, X L = 31,4 Q 
y para / = 1000 Hz, X L = 62,8 fi. Los valores de Z correspondientes se pueden observar en la Figura 5-17. 


5*8 


j6,28 

- 


25 


/ = 100 

Z = 25 + j'6,28 - 25,8 /14,1° 



Fig.5-17 



= 25 4- J'G2,8 = 67,7 /68,3° 


A un circuito serie con R — 10 ohmios y C = 40 microfaradios se le aplica una tension v = 500 
cos (2500f — 20°) voltios. Hallar la intensidad de corriente i que circula por el. 


X c ~ 1/cjC = 1/2500(40 x 10~ b ) = 10 fl y la impedancia compleja 
Z = 10 - j\0 = 10^/2 /-45° . La tensidn en notacidn fasorial es V = 
(500//2) /-20 Q . Entonces, 


I 


c 


(500A/2) /—20° 
(10V2) /-45 Q 


25/26° 


i - 25^2 cos(2500t+26°) 



El diagrama fasorial de la Fig. 5-18 nos dice que la intensidad de corrien¬ 
te I adelanta a la tension V en la impedancia, en un Angulo de 45°. 


Fig. 5*18 
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IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL 


$-9 


A un circuito serie con R = S ohmios y L — 0,02 henries se le aplica 
una tension v = 283 sen (300; + 90°) voltios, Hallar la intensidad de 
corriente i que circula por el. 

X L = u>lM 300(0,02) = 6 n, Z = 8 + jft => 1 0/36,9° , y V = (283/,/2)/9CF = 
200/90°. Entonces, 


200/90° 

10 


20 /53,1° 


[CAP. 5 



Fig. 5-19 


5-10 


5-11 


5-12 


e i " 2Q\/2 sen(30Qt + 53,1 °) 

En un circuito serie con R = 5 ohmios y L - 0,03 hennos la corriente 
retrasa 80° respecto de la tension. Calcular la frecuenaa de la fuente y 
la impedancia compleja Z del circuito. 



5 


De la Fig. 5-20, X L - 5 ig 80' - 23,4 ft. Como X L = l*JL f - 
28,4/2ji( 0,03) - 151 Hz. La impedancia compleja is Z, = 5 + j2S,4 - zs.b^u. 


Fig. 5-20 


Un condensador de 25 microfaradios de capacidad esta umdo en sene 
con una resistencia R a una frecuencia de 60 hermos. La corriente que 
circula por ellos esta adelantada 45 c respecto de la tension aplicada. 
Hallar el valor de R. 

y __ 1 = _J__. = 106 ft. Como es angulo de fase es 45°, 

c 2nfC 2n(60)(25 x 10 “ 6 ) 



R - - 106 n. 

A un circuito serie con R = % ohmios yi = 0,06 henrios se le aplica una tension "t= 70,7 ** 
(200f + 30°) voltios. A continuacion, se le aplica una segunda tension v 2 , t 

voltios en lugar de la pnmera. Hallar el valor de la intensidad , para cada una de las fuentes y 
construir los diagramas fasoriales correspondientes. 


(a) Con la tension aplicada t-v 

X L = tuZ. = 200(0,06) - 12 y Z, - R + )X L = 8 + ;12 = 14,4/56^ 


Como V, = (70,7/ v /2 )/30 J - 50/30°, 

, __ Yi = .JiMEL = 3.47/ -26,3° e 
1 Z, 14,4 /56,3° - 


i, = 3,47 v /2(sen 200t - 26,3°) 


(f>) Con la tension aplicada ls. 

X L = mL= 300^0,06) =18 y 


Z 2 = g + j-18 = 19,7/661 


Como V 2 = 50/30°, 

T = Yl ^ = 2 54 -36° c h = 2,54 v ^2 sen (300f - 36°) 

" Z 2 19,7/66/ ’ -- 




Fig. 5-22 


Diagrama tutorial, « — 300 
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5-13 Mediante el diagrama fasorial hallar la suma de las intensidades de corriente /, = 14 14 sen 
(cot H- 13*2 ) amperios e i 2 = 8,95 sen (cot + 121,6°) amperios de la Figura 5-23* 

I, = <14,I4/t/2 )ZiM_° = 10 /13,2° = 9,73 + i2,Z8 

h = (8,96/i/2) /121,6° = 6,33 /121,6° = -3,32 + ;5,39 


Por tamo, f, + i 2 = ioy^ sen M + 60°). 


+ la - 6,41 + j'7.67 = 10 /50° 





Fig. 5-25 


5-14 Hallar la diferencia i, — i 2 siendo 1 , = 50 cos (cot + 75°) amperios e i 2 = 35,4 cos (cut + 120°) 
amperios en la Figura 5-24. 


*1 = ( 6 O/ 1/2 ) /75° = 36.4/76° = 9,16 + j34,2 

I 3 = (36,4/y/2) /120° = 26 /120° = -12,6 + j'21,7 

II - I 2 = 21,7 + >12,5 = 26/30° 

Por tamo, i L - t, = 26^2 cog (<jt + 30°), 

5-15 Hallar la suma de las intensidades de corriente i, = 32,6 sen (at - 145°) amperios, i 2 = 32,6 sen 
(tor - 25°) amperios e i, = 32,6 sen (tor + 95°) amperios. 

Is = (32,6/\/2 ) /--145 0 = 23 /—146° = -18,8-/13,2 

I s = (32.6/i/2 ) /-26° = 23 /—25° = 20,8- >9,71 

I 3 = (32,6/i/2 )/96° = 23/95° = -2 + >23 

I 1 + I 2 + Ij = JO,09 

En los limites de precisidn de la regia de cdlculo la suma anterior es cero. El diagrama fasorial de la Figu¬ 
ra 5-25 muestra que las tres eorriemes estdn defasadas 120° entre si. Esto, junto con la igualdad de sus modulos, 
da como resultado una suma nula. 


5-16 Hallar la suma de las tensiones v x = 126,5 sen (cot + 63,4°) voltios y v 2 = 44,7 cos (cot - 161,5°) 
voltios, y ex pres aria mediante una funcion seno y, luego, por una funci6n coseno. 

Transformando v 2 en una funci6n seno s v 2 = 44 s 7 sen (wt - 161,5° + 90") = 44,7 sen (cot - 71,5"). 
Ahora bien, _ 

V! = (126,5/i/2 ) /63,4° = 89,5 /63,4° = 40 + /SO 

V a = (44,7/i/2) /—71,5° = 31.6 /—71,5° = 10 - >30 

V, + V 2 = 50+ >50 = 50i/2/45° 

y v t + v 2 = 100 sen + 45°). 

O bien como sen* - cosfx-SO 0 ), v x + v 2 = 100 cos («t- 45°), 
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5-17 Expresar cada una de las siguientes tensiones (voltios) en notation fasorial y construir el diagrama 
correspondiente. v x - 212 sen {oj/ + 45°), v z — 141,4 sen (a>t - 90°), t' 3 = 127,3 cos (wt -+■ 30°), 
V 4 = 85 cos (cu/ - 45°), u 5 - 141,4 sen {cot + 180°). 


En primer lugar, debemos expresar todas las tensiones tnediame iden- 
tica fundon, seno o coseno, para poder realizar la representation fasorial 
en un mismo diagrama. Transformando y en funciones seno: 
u 3 = 127,3 sen (cu/ + 120°), - 85 sen (iu/ + 45°). 


Vi - (212/72 )/4B° 

V 2 - (141,4/72 ) /-90° 
V 3 “ (127,3/72 ) /12Q° 
V* = (85/72)745° 

V 5 = (141,4/72) 7180° 


150745° 

100 7-90° 

90 /120° 

60 /45° 

100/180° 



Fig.5-26 


Problemas propuestos 

En los Problemas 5-18 a 5-22 dibujar los diagramas fasonal y de impedancias y determinar las constantes de los 


circuitos serie suponiendo que contienen dos elementos (tensiones en 

voltios e 

imensidades en amperios). 

5-18 

c = 283 cos (800/ + 150%, 

( = 11,3 cos (800/ + 140%. 

SoL 

R = 24,6 Q, L = 5,43 mH 

5-19 

a — 50 sen (2000/ - 25%, 

i m 8 sen (2000/ + 5°). 

Sol. 

R = 5,41 O, C *= 160 fif 

5-20 

c = 10 cos (5000/ - J60%, 

( = 1,333 cos (5000/ - 73,82%, 

SoL 

11 = 0,5(1% = 26,7 //F 

5-21 

v = 80 sen (1000/ + 45%, 

t = 8 cos (1000/ - 90°). 

Sol. 

R = 7,07 Q, L = 7,07 mH 

5-22 

v = 424 cos (2000/ + 30°), 

i = 28,3 cos (2000/ + 83,2%. 

SoL 

R = 9 fi, C = 41,6 /iF 


5-23 Un circuito serie se cornpone de una resisiencia R = 8 ohmios y de un condensador de capacidad C = 30 mi- 
crofaradios, iA que frecuencia la corrienle adelania un 4ngulo de 30° a la tension? Sol. /= 1155 Hz, 

5-24 En un circuito serie RL ia automduccidn es L = 21,2 milihenrios. A la frecuencia de 60 hertzios la corriente estd 
retrasada 53,1° respecto de la tension. Caleular el valor de R , Sot. R = 6 LL 

5-25 A un circuito serie de dos elementos se fe aplica una tension V = 240/0% voltios y por el circuia.una corriente 
I = 50 /—60° amperios. Hallar el fasor de la intensidad de corriente que resultaria aplicando la misma tension, 
pero se redujera la resisiencia del circuito en un (a) 60 %, (£) 30% de su valor. 

Sof. (a) 54,7/"70 i 85! A; ( b) 57,1 /-80,15° A. 

5-26 La tension y la intensidad de corriente en un circuito serie de dos elementos son V = 150 /—120 ° voltios e 
1 = 7,5 /-9Q° amperios. ^En que tamo por ciento debe variar la resisiencia para que el fasor de corriente valga 
12 amperios y cual es d angulo asociado a esta corriente? Sol. 56,8 % en disminucidn; 7—66,8°, 

5-27 El Angulo de fase de la impedancia de un circuito serie RC con if — 10 ohmios vale -45° a una frecuencia f x = 
500 hertzios. Hallar la frecuencia a la que el mdduio de la impedancia es (a) el doble que el valor de f Xi (b) la 
mitad que el valor de f x . 

Sol. (u) 189 Hz; (b) No es posible, ya que el llmite inferior de Z es 10 + JO. 

5-28. El angulo de fase de la impedancia de un circuito serie RL, con R = 10 ohmios, vale 30° a una frecuencia/! = 
100 hertzios. lA que frecuencia el modulo de la impedancia es el doble que d valor de/? Sol . 360 Hz. 

5-29 En un circuito serie de dos elementos con R = 5 ohmios la corriente esti retrasada 75° respecto de la tensidn 
aplicada a una frecuencia de 60 hertzios. (a) Determinar el segundo elemento del circuito. (&) Hallar 
el angulo de fase que resuha para d tercer armonico/— 180 hertzios. SoL (a) 0,0496 H; (b) $ = 84,88°, 

5-30 Un circuito serie consta de una resisiencia R — 5 ohmios y un condensador de capacidad C = 50 microfara- 
dtos. En d mismo instante se le apliean dos fuentes de tensidn, v x — 170 cos (1000/ + 20% y v 2 = 170 cos 
(2000/ + 20 c ) voltios. Hallar la intensidad de la corriente que suministra cada una de las fuentes. 

SoL fj = 8,25 cos [1000/ -F 95,95°) A; i 2 = 15,2 cos (2000/ + 83,4% A. 


http://www.leeydescarga.com 









Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP, 5] 

5-31 


IMPEDANCIA COMPLEJA Y NOTACION FASORIAL 


5-32 


5-33 


5-34 


5-35 


53 

f = 4 ImUmstTaT 5 S 2 C l aP 'r ^ tEnS,6n * = 150 ^1 cities y circula una intertsidad 

V j r f mperl0S P ara “ = 2000 radians por segundo. Con una segunda fuente de tension el tta 

13 COmente y !a tensi6n es de 30 ”- C ^’ a ' ' a P^‘- - * «U segunda fnenT ’ 

En el Problema 5-31, ique variacion en la frecuencia de !a fuente daria lugar a un fasor intensiHaH He , 

SSL''=?» - 30 -- * •«- 

SoL 86,6 sen {cat + 60 3 ); 61,3 V. 

Hallar la suma de las tensions (voltios) de la Fig. 5-28;«, = 35 sen (cat + 45°), v, = ioo sen tot - w\ Fleeir 
como senudo positivo para !a suma el de r,. SoL 97 sen {cot + 129,6 C ) g 

Repetir el Problema 5-34 tomando como positivo d sentido de v 2 . SoL 114 sen {cot - 12,75°) 




■I 0 0 


Fig.5-2? 


Fig. 5-28 


Fig.5-29 


35=) 


- Fig. 5-30 

S' 11 "", 18 ‘f‘ Ura dC U " V0ltimetr0 en los bornes <fc l« impedancias de la Fig. 5-29 cuando las caidas de 
“ Cn 1 ‘ = ™’ 7 *“ (»' + ^ = 28.3 sen tot + 120=! M$ eof< "f 30 * 

5-37 En la Fig. 5-30 hallar el valor de u, siendo las otras tensiones v 2 = 31,6 cos to/ + 73 4°)vd t = 20 cos (mt 
voltios. Sol. e, = 42,4 cos to< - 80°) V. ’ 1 

5-38 leCtUraS dC T V0l ' (metr0 a P licad ° a cada una * 1 m impedancias del Problema 5-37 y a ambas 

a la vez, <,Como puede explicate este resultado? Sol. V t = 30 V; V 2 = 22,4 V; K r = 14 M \ 

5-39 Deteminar la lectura del amperimetro de la Fig. 5-31 siendo las dos intensidades de corriente /, =’ 14,14 sen 
to/ - 20 ) e tj = 7,07 sen (co/ + 60°) amperios. Sot. 11,9 A. 

Hallar el valor de i T en la Fig. 5-32 siendo las intensidades de corriente i'i = 14,! 4 sen (col + 45 =) i, = u 14 
sen (cut - 75“), i, = 14,14 sen (mt - 195=) amperios. Sol. i T = 0. * 


5-40 


- 0 - 


Fig. 5-31 


Fig.5-32 



Fig. 5-33 


Ml 


M2 


5-43 


Fig.5-34 

Ha^lar cI fasor intensidad *= corriente I, en la direccidn indicada en el diagrama de la Fig. 5-33 sabiendo que 
I t - 25^70 el 2 = 25 /- 170° amperios. Sol. I 3 = 25 /-$0° A. 

Hallar la corriente i, y la Iectura del amperimetro de la Fig. 5-34 siendo las otras intensidades i, = 13 2 sen 
{cot - 31 ) e Ij = 3,54 sen (cot + 20°) amperios, Sol. i 2 = 11,3 sen {cot - 45°) 8 A 
Para una frecuencia dada y con elementos fijos en un circuito el valor de la impedancia corresponde a un ounto 
ene! diagrama de impedancias. Sin embargo, si un elemento o la frecuencia son variables resulta un lugar eeo- 
metneo de impedancias en vez de un umco punto. Discutir que variable produce los lugares geometricos de im- 
pedancias en cada una de las siguientes figuras. 
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Capitulo 6 


Circuitos serie y paralelo 


CMTKODUCCION 

Un circuito contiene, en general, ejementos en serie y elementos en paralelo. Sin embargo, en este 
capitulo trataremos por separado unos circuitos de otros examinando los diferentes metodos de andlisis. 
En los problemas de este capitulo y los siguientes los circuitos son combinadones en serie y en paralelo, 

CIRCUITO SERIE 

El drcuito serie de la Fig. 6-1 se compone de una fuente de tension y Ires impedancias. La fuente de 
tension se supone constante y es la encargada de mantener la diferencia de potencial necesaria en el 
circuito. El fasor intensidad de corriente I al circular por las distintas impedancias produce unas dife- 
rencias de potencial en bornes de cada i.na de ellas que represen tan unas caidas de tensidn. La segunda 
ley de KirchhofT establece que en toda malla o circuito cerrado la suma de las fuerzas electromoirices apli- 
cadas o subidas de ten&idn es igual a la suma de las caidas de tension producidas . Esta sencilla ley propor- 
ciona la solucidn de todo circuito serie. 


Subida 
de tension 



Caidas 
de tension 


Fig. 6-1. Circuito serie 


V - V, + Vj + Vj - Z,I + Z 2 I + Z 3 I = (Z, + z 2 + Z 3 )I - Z e ,I 

de donde, 

I = V/Z., y Z cq = Z, + z 2 + Z 3 

La caida de tension en un elemento viene dada por el producto de la impedancia compleja Z por 
el fasor intensidad de corriente I. Asi, en el circuito de la Fig. 6-1, = ZJ, V 2 = Z 2 l y V 3 — Z 3 I. 

Las ftechas marcan el sentido de referenda de estas tensiones de manera que el punto o terminal por 
donde entra el fasor intensidad esta a m£s potencial que por donde sale, (Caida de tension.) 

La impedancia equivalente Z cq de un numero cualquiera de impedancias en serie es la suma de las 
impedancias individuates, es decir, Z cq = + Z 2 + Z 3 + Estas impedancias son ndmeros 

complejos y su suma conviene hacerla expresando las impedancias en forma binbmica. 

Ejemplo 1, 

En ei circuito serie de la Fig. 6-2 hallar e 1. Demoslrar que 
la suma de las caidas de tension es igual a) fasor tension aplicado. 

= Z t + Z 2 + Z 3 - 4 + j'3 — j6 

“ 4 - j'3 = 5 /—36,9° Fig. 6-2 
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Entonces, V, - Z.I - 2t>£6 i 9.° (4) = 80/36,9° , V 2 = 60 /126,9° . V 3 = 120^634! 
y Vi + Vj + V 3 - (64 + ;48) + (-36 + ;48) + (72 - j'96) - 100 + ;0 = V 

como se indica grificamente en el diagrama fasorial de tensiones de la Figura 6-3(e). 


i 


J'3 


4 

-;6 

4-j3 



A 



in) Diagrama de impedancias 


[b\ 


(rj Diagrama fasonai de tensiones 


Diagrama fasorial VI 

Fig. 6-3 

, w ) ulvalentc es capacitiva, por lo que la corriente I que circula por ella esta adelamada un 

angulode 36,9 respecto de la tension V. como indica la Fig. 6-3(5). Observer que V„ que es la caida de tension en 
la resistencia dhmica pura, esti en fase con la cornente. La intensidad I esti retrasada 90° respecto de V, pero 
esta adelantada 90° respecto de V 3 . 2 ‘ ^ 

an 2' c °"f ,ir , amos un voltlmetro en bornes de cada una de las impedancias Z„ Z 2 y Z 2 indicaria los valores 
80, 60 y 120 voltios, respectivamente. A pnmera vista pudiera pensarse que la tension total deberla ser 260 vol- 
tios. Sin embargo, el voltimetro conectado a las tres impedancias indica 100 voltios. Debe recordarsa a este res¬ 
pecto que en el anSlisis en regimen permanentc senoidal todas las tensiones e intensidades de corriente son fasores 
y, como tales, deben sumarse vectorialmente. J 

CffiCUITO PARALELO 

En la Fig 6-4(aJ se muestra una fuente de tension aplicada a una asociacion en paraleJo de tres 
impedancias. En la Fig. 6-4(6) se repite el esquema del circuito para hacer resaltar el hecho de que la 
ruente y las jmpedancias solo tienen dos nudos comunes. En cualquiera de ellos podemos aplicar la 
pnmera ley de KtrchhofT.es dectr, la suma de las intensidades de corriente que entran en un nudo es igual 
a Ia suma de las intensidades que salen de eL 


_ 



L I- 

1 

"i 

51 -l 

1 z i 

1 ‘i 



{*) 

Fig. 6-4. Circuito paralelo 

La tension constante que suministra la fuente aparece directamente en cada una de las ramas de 
las impedancias. Por tanto, en este caso podemos obtener, independientemente, las intensidades de 
cornente que circuian por cada rama. 

Ir = I, + I„ + I 3 = V/Z, + V/Z 2 + V/Za = V(l/Z, + 1/Z 2 + 1/Z 3 ) = V/Z„ 

Por ,anto ’ Ir = y / z «< y i/z«, = (i/Zi + i/z* + i/Za) 

dada^po^ 11 ' ^ lmpedanc)a et l uivalente de un numero cualquiera de impedancias en paralelo viene 


1/Z«i — 1/Zi + 1/Z 2 I/Z 3 + * ■ * 
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EjempJo 2. 

Hallar la impedancia equivalente y la intensidad to¬ 
tal en el circuito de la Fig* 6-5; representar e! diagrams 
fasorial correspondiente a V e I. 

i T = 1, + h + I S 

50/0° 60/0^ 50/0f 

__ (- 5 /53jl o + io /_3s ti) a 

= 16 - ;6 = 15.S /—18.4S 0 




Fig, 6-5 


Entonces, = V/I T - (50/0° )/(15,S /-lS.45° ) = 3.16 /18,45° = 3 + jl 

e I t = 50/0^/10 = 5/0^ , 1 2 - 10 /—53.1° . I 3 = 5 /36.9* 





(fl) Diagrams fasoriaj VI (i) Suma o resuliante de fasores imensidad (c) Circuito equivalence . 

Fig. 6-6 


CIRCUITO DE DOS RAMAS EN PARALELO 

En la practica es muy frecuenle encontrarse con circuitos a base de dos impedancias en paralelo, 
razon por la cual merece la pena dedicarle un estudio independiente. Las impedancias y Z 2 de la 
Fig, 6-7(a) tienen aplicada una tensidn V, La impedancia equivalente viene dada por 1/Z cq = 1/Z* 
+ 1/Z 2 o bien Z cq = Z K Z 2 j(Z y + Z 2 ). 


m 


(b) j 

hf 

l, '1 



t 1 

JJ 

M 

Zi V 

i 


Fig. 6-7. Circuito paralelo de dos nimas 


Sustiluyendo V = Z { ,I T = (■%%%) en v = z i r i V v = V d«pejando las intensidades 
de cdrriente por cada rama se obtienen, 



ADMITANCIA 


El reciproco de ta impedancia compleja Z se 
llama admiumcia compleja, es decir, Y = 1/Z. 
Como Z = V/I, Y = I/V. La admitancia Y se ex¬ 
press en (ohmiosT 1 o bien mhos cuyo simboio 
es 13. El concepto de admitancia esta asociado al 
circuito paralelo, como se indica en la Figura 6-8. 

I T = Ii + h + h = Y,V + V 2 V + Y 3 V 



- (Y, + Y 2 + Y 3 )V - Y cq V Fig,6-S, 

y Y cq - Y, + Y 2 + Y 3 

Es decir, la admitancia equivalente de un numera cualquiera de admitancias en paralelo es la suma de 
las admitancias individuates. 
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En forma binomica, Z - R ± jX . El signo positivo indica una reactancia inductiva X L — wl 
y el signo negative corresponde a una reactancia capacitiva X c - 1/coC 

Analogamente, Y = G ± jB en donde G se llama conductance y B recibe el nombre de susceptancia. 
El signo positivo indica una susceptancia capacitiva B c y el signo negativo el de una susceptancia in¬ 
ductiva B l . 

Consideremos un fasor de tension general V y la intensidad de corriente I a que da lugar. La co- 
rriente I puede estar adelantada, retrasada o en fase con V, pero, en cuaiquier caso, el angulo entre ambas 
no puede exceder de 90°, For consiguiente, se presentan tres casos: 

l.° Los fasores intensidad de corriente y tension estan en fase, como indica la Figura 6-9, 



V = V{± t I - 
Fig. 6-9 


lmpedAncla 

z = vii/ifa = z/r = J? 



En la hipotesis de que la impedancia 
del circuito se reduzca a una resis- 
tencia para R (ohmios). 


AdmifsDcia 

Y = ItifVfa. = YL 0_° = G 



En la hipotesis de que la admitancia 
de] circuito se reduzca a una onducs 
tancia pura G (ohrmos). 


2.° El fasor intensidad de 
dica la Figura 6-10. 



v = T7£, i = f /+-g 
Fig. 6*10 


corriente estd retrasado un dngulo 

Impedancia 


Z - VIt/III 
— Z j 6 ~ It + jX 



En la hipotesis de que la impedancia 
del circuito se reduzca a una resis- 
tcncia cn serie con una reactancia 
inductiva. 


respecto del de tension, como in- 

Admj tancia 

= V/~» = G - jB L 



En la hipotesis de que la admilancia 
del circuito se reduzca a una conduc¬ 
tance en paralelo con una suscep- 
uncia inductiva. 


3.° El fasor intensidad de corriente estl adelantado un angulo 0 respecto del de tension, 
indica la Figura 6-11. 


Impedancia 


Admitancia 


como 



V = Vl£ t I =1 /4 + 0 

Fig. 6-11 


Z = VUf 1 /4 + 0 

= = R - We 


-}X< 


En la hipotesis de queJa impedancia 
del circuito se reduzca a una resis- 
tencia en serie con una reactancia 
capacitiva. 


-MWV -1 

i_Lt 


Y = 1 /4 + 0 fVU 
= Yl* = G + iB c 



En la hipotesis de que la admitancia 
del circuito se reduzca a una conduc¬ 
tance en paralelo con una suscep¬ 
tancia capacitiva. 


CONVERSION ZY 


En forma polar, es muy fdcil convertir Z en Y, y viceversa, ya que Y = 1/Z. Sin embargo, a veces 
es necesario utilizar las relaciones entre las componentes rectangulares de la forma binomica, como 
vamos a ver a continuation. 


G+jB 


Y ~ 1/Z 

1 R-jX 

R + jX R 2 + X 2 


r = R 
R l + X 2 


y 


B = 


-X 

R 2 + X 1 


R + jX 


R = 


Z = 1 /Y 

1 _ G-jB 


G + jB G 2 + B 2 


G 2 + B 2 


X = 


-B 

G 2 + B 2 
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Ejemplo 3, 

Dada la impedancia Z = 3 + j'4 ohmios, hallar la admitancia correspondienie Y. 

Y = t/Z = 1/5 /53,1° = 0,2 /-33,1° = 0,12 - j«,16 
de donde la conductance G = 0,12 U y la susceptancia inductiva B = 0,16 U. 


[CAP. 6 


Otro metodo , 

G = Ri(R 2 + X 2 ) = 3/(9 + 16) = 0,12 y B = -X(R 2 + X 2 ) = -4/25 = -0,16. Por tanto, Y - 0,12 - j0,16 


Problemas resueltos 

6-1 Las impedancias L, y Z 2 de la Fig. 6-12 estin en serie con una fuente de tensidn V = 100/01. Hallar 
las catdas de tensidn en cada una de ellas y el diagrama fasonal correspondienie. 



v 


100/0 


fras = 7,9 /-18,45° . 


Z„ = Z, + Z 2 = 10 + (2 + /4) = 12 + /4 = 12,65 /18,45 1 e 1 - Za) ~ 12,65 /18,45 
Por tanto. 

v, = ZJ = 7,9 /-18,45° (10) = 79 /-18,45° = 74,9 - j25 
Vj = Zjl = (7,9/- 18,45° )(4,47 /63,4° ) - 35,3/451 = 25 + ;25 

La suma de caidas de tensions V, + V 2 = (74,9 - J1S) + (25 + y25) = 99,9 + 7 O * 100/^ = V, como 
se indica grdficamente en el diagrama fasorial de la Fignra 6-13. 


6-2 


6-3 


Hallar la impedancia Z 2 en el circuito serie de la 
Figura 6-14* 

V 50/45° 

En este circuito, Z-. = -y = 2 5/ —"l5^ = ~ 

10 + yi7,3. Como - Z l + Z 3l 

10 + >17,3 = (5 + jS) + Z 2 y Z 2 = 5 + j9,3 



En el circuito de la Fig. 6-15, la intensidad de cornente esti adelantada 63,4 respecto de la tension 
j la pulsation <u = 400 radianes por segundo. Hallar la resistencia J? y la caida de tensidn en cada 
Memento del circuito. Trazar el correspondiente diagrama fasonal de tensiones. 
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X L = toL = 400(25 x ltr 3 ) = 10 0. X c = 1/mC = 1/400(50 x KT 6 } = 50OyZ=/J + j(X L - X c ) = 
R - >40. Por otra parte, Z = Z /-6 3,4° . Como tg -63,4° = (X L - X c )/R, R = -40/(tg -63,4°) = 20 fi. 

V 120/0° 

La impedancia Z = 20 ->40 = 44,7/-63,4° y la intensidad I = — = — -, — - = 2,68/63,4°. Por 
tamo A **' f i ***•:?_ ~~ 

V„ = 53,6 /63,4° , V t = 26,8 /153,4° , y V c = 134 /-26,6° 

En e! diagrama fasorial de la Fig. 6-16, V* + V L + Y c = V, 

6-4 Para obtener las constantes R y L de una bobina se coloca esta en serie con una resistencia patron 
de 10 ohmios y se miden las caidas de tension en R„ en la bobina y en el circuito serie complete. 
Determinar R y L si los valores obtenidos a la frecuencia de 60 hertzios son V R = 20 voltios 
= 22,4 voltios, V T = 36 voltios. 

En la resistencia patron, la tensidn y la intensidad de co- 
rriente I estAn en fase. Escri biend o V- = 20/0°, se obtiene I = 

= 2/0^. 

En ta Fig. 6-17, con centro en el origen del fasor V„ #! tra^amos 
un arco de radio igual a 36, y con centro en el extremo de V Jli un 
arco de radio 22,4. El punto de interseccidn de ambos corresponde 
al extreme de los fasores V r y de forma que V 7 = + 

^bobiiu* 

Mediants el teorema del coseno se deduce el ingulo del fasor V 7 . 

cos* = ( 36)* + (20)* - (22,4)* = 0i831( a = 33j7 o 
2(36X20) 

Es decir, V r = 36 /33,7° = 30 + j2 0, con lo que = V T - 

= 10 + y20 = 22,4/63,4°. La impedancia de la bobina ser£ = 

= (10 + J20}/2 = 5 + yiO, de donde R - 5 £1. 

A la frecuencia de 60 Hz, X L = 2 xfL — 2ti( 60)L = 10, con lo que L = 26,5 mH. 

6-5 En d circuito paralelo de la Fig. 6-18 hailar las intensidades de corriente en cada rama asi como 
la intensidad total. Construir el diagrama fasorial correspondiente. Calcular Z eq a partir de V/I 
y comparar d valor obtenido con Z l Z 2 j(Z l + Z 2 ), 





z i 


3 — ;4 — 5 /—63,1° y Z 2 — 10. Por tanto. 


Ij 

h 


v 50/Q° 

Z[ " 5 7-53,1° 

y _ 50/0° 

Zg 10 


10 /53,1° - 6 + j8 
5/0f = 5 


I T = It + 1 2 - 11 + j8 - 13,6/36° 


, = v_ = 5o/o; 

I T 13,6/36° 


3,67 /-36 ° , 


z i z 2 _ 5 7-53,1° (10) 
Z l + Z s “ T3 - j4) + 10 


50/-53 r l° 

13,6 7-17,1° 


En la Fig, 6-19 se representa el diagrama fasorial. 
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[CAP. 6 


6-6 Hallar las intensidades de corriente que circulan por cada elemento del circuito semiparalelo de 
la Figura 6-20. 



I* 

6*7 En el circuito paralelo de la Fig. 6-21 los valores eficaces de las intensidades de corriente I,, I 2 e I r 
son 18.15 y 30 amperios, respectivamente. Determinar las impedancias desconocidas R y X L . 




Fig. 6-21 


Fig. 6-22 


Aplicando la primera ley de KirchhofT, I, + h « It- La intensidad l 2 estd en fase con U tensidn apbca- 
da V. Escribiendo I 3 - 15/0“ resulta V = (4) 15/F - 60/JT. Debido a la reactanda inductiva, la corriente Ij 
estari retrasada respecto de la tensidn aplicada. Con una construccidn identica a la del Problems resu ta 


la Fig. 6-22. En este caso, 


qtf + - gog _ _ 

2(15X18) 


de donde a = 130,5 s ' 


V 60 /tr 

Del diagrams Ii — 18/ —49,5° , Por tsnto, Zq = y- — _49~5* = ^3/49,5 . 

La itnpedancia compleja es Y, = W + W L = 1/3,33/49^ = 0,195 - J0.228. Por consiguiente, 


R = (U95 = 5,13 n 


y - - = 4 39 n 

" 0,228 * 


6-8 En el circuito serie de la Fig. 6-23 el valor eficaz de la intensidad de corriente es de 5 amperios. iQue 
lecturas indicaria un volUmetro conectado primero a la entrada del circuito y despues en cada 
uno de los elementos? 


—AWvW-'TJWT'—1(— 



* i* -,-e 


V* 


3 


V, 

v-#. 

Referenda 




| ■_ 


Fig. 6-23 


Fig. 6-24 
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Z„ = 2 +j4 - J6 = 2,83/—45° . Por tanto. 


61 


y T = (2,83 )(5) = 14,14 V 
Vi = (2)(5) = 10 V 


V,* - (4)(5) = 20 V 
V-a = (6){5) = 30 V 


En el diagrams fasorial de la Fig. 6-24 se puedt ver la suma de los fasores de tension en cada demento 
del circuit©. 


6-9 En el circuito paralelo de la Fig, 6-25 un volti- 
metro conectado en bornes de la resistencia de 
3 ohmios indie a una lectura de 45 voltios. <,Que 
lectura indicard d amperimetro? 

/j = 45/3 = 15 A, Suponiendo que el Angulo es 0°, 
l 2 a 15/0° . Por tanto, V = (3 - /3) 15/0° - 63,6/-45° 
e I t = 63,6 /-457 (5 +fl)= 11,8/^66^ = 4,64-/10,85. 

I T = + I 3 = (4,64 “710,85) + 15 

= 19,64 -/IQ,85 = 22,4 /-29° 

La lectura del amperimetro es 22,4 A 


6-10 En d circuito serie-paraldo de la Fig, 6-26 el valor eficaz 
de la tension en la asociacidn en paralelo es de 50 voltios. 
Hallar el m6dulo de la tension V correspondiente. 

Z > = £ 9 Vj£ r h = = 0.M9 + A52 

= 8,5/30^ + (0,149 + 75,52) - 12,3 /52,4° 

Ahora bien, V = Z^I y V p = Z p l> Fp/Z p =*= V/Z^. Por tanto, 

V = VJZJZJ = 50(12,3/5,52) = 111,5 V 



8.5/30° 


01 


20 

j60 


4 


Fig. 6-26 


6*11 Hallar la intensidad total de corriente y la impedancia equivalente del circuito de cuatro ramas 
en paralelo representado en la Figura 6-27. 


Yl = l/75 = -/),2 

Y 3 = 1/10/60^ = 0,05 — 70,0866 
Yj = 1/15 = 0,067 

Y, = 1/-710 70.1 

= 0,117 “ 70,1866 = 0,22 /-58° 


150/45° 



Fig. 6’27 


Por tanto, I T = VY^ = (150/45^ )(0,22/-5T } = 33 /-13° y Z, q - l/Y n = l/(0,22 /-58° ) = 4,55/58" 

6-12 Hallar la impedancia Zj del circuito de tres ramas en paralelo representado en la Figura 6-28. 


La admitancia compleja del circuito es Y^ = — = 


31,5/24 


50/60' 


— = 0,63/- 36° = 0,51 - 70,37. Ahora bien, Y K 


= Y, + Y* + Y 3 = Yj + (0,1) + (0,16 - 70,12} = 
0,51 - jO.37, Y, = 0,25 - /0,25 = 0,25^2 /-45 e . 
Por tanto, 

Z, = 1/Y j = 2^2/45° = 2+ft. 

Olro mitodo. 

50/60° 50/60° 



If — Ij + I 2 4 (3 — 1 | 4 
V 50/60° 


^ + < 7 ^- 31 , 5/24 


10 


5/36,9° f 1 


Fig. 6-28 

de donde I x = 17,7/15° . Por consiguiente, 


Z >-T 
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6.13 Dado el diagrama fasorial de tensidn dc la Fig. 6-29 determinar los valores de la admitancia e 
impedancia equivalentes. 

Impedancw equivaiente 


Admitancia equivaiente 



V 120/30° 

Z = 7 “ 3/—15° 


= 40/45° 

= 28.3 + 3 £8.3 


_ 1 _ 3/—1S° 
Y ~ V 120/30° 


- 0.025 /-45° 

= 0,0177 - y0,0177 


Fig. 6-29 

6-14 Hallar Z tq e Y eq en el circuito serie-paralelo 
de la Figura 6-30, 

Calculemos, en primer iugar, la admitancia equi¬ 
vaiente de las tres ramas en paralelo y luego la impe- 
dancia correspondiente, 

v _ i , _L . _J._ 

" 5 4 ;2 + 5 /-53,1° 

con lo que — 0,32 — jO, 34 = 0.467/ — 46,7 



; G = 

: 0,0177 


™/0,Ol77 


•— mtA — r W5^ 

2 j5 


J2( 


3 


Fig. 6-30 


Z p = 1/V F = 2,14/46,7° = 1,47 +j 1,56 
Por tanto. Z«, = (2 + J5) + (1,47 + yl,56) = 3,47 + j'6,56 = 7,42/62^ 

= 1/(7,42 /62, l a ) = 0,135 /—62,1° = 0,063 -y0,119 

6-15 Obtener dos circuitos equivalentes ai circuito serie-paralelo del Problema 6-14 con Z e Y, q , 
respectivamente. Hallar las intensidades de cornente que circulan por ellos al aphcarles una 
tension V = 120/0^ a cada uno. 



120 / 0 °(^)| > 6*56 


120 / 0 ° 



G -: 
0,063 : 


-Ai'i'.g 

r 


Fig. 6-31 


(a) Z - 7,42 /62,1 Q 
V 120/0° 


I = 


16,2/-62,1° 


(b) Y - 0,135 /—62,1° 

# I = VY = 1120/0^ )(Q,135 /-62,r ) 
= 16,2 /-62,1° 


Z 7,42 /62,1° 

6-16 Las constants de una bobina son R, y L, en sene. Hallar las constantes equivalentes en paralelo 
R p y L p , en funcidn de R, y L,. 

Como la admitancia de los dos circuitos equivalentes de la Fi- 
gura 6-32 es la misma, 

1 


Y p = Y 


0 h + 1 


_ r , + (fi .,) 2 + 

Igualaodo las partes real e imaginaria de las dos admitancias, 

R \ __ WuLj; 

Rp “ (J?,) 1 + UL.P y jvl'p ( R « )2 + 

de donde i? p ~ R s + y L p — L a + J? S /*) 2 L 3 



* 7? p ^ 


Fig.6-32 
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6-17 Hallar la impedancia equivalente del circuito serie-paralelo representado en la Figura 6-33. 


- [■ 


*1 

+ 

fl, 

+ 

[*l 

+ 


+ 




- R x + 


(R%Rn + jwLi£ a )[(ifc a H- /£ a ) — juL] 


JS 2 + + juL (J?^ + + («r,) 2 

R 2 R${R2 + R$) + aP-L^R^ + juLR 3 {R 2 + # 3 ) — jvL{R 2 R$) 


rt, 

WWWV—| 


<*> + *>>* + (^) 2 


RziR* + R 2 Rj + u*L*)l 

(fl, + K 3 )* + <u>L) 2 J 


+ J 




[_(J?2 + ^ a) 2 + t< 


-l) 2 3 


«■: 


6-18 En el circuito paralelo de la Fig, 6-34 la primera 
rama contiene dos resistencia s iguales R en serie y 
la segunda se compone de una resistencia R* en 
serie con una bobina de autoinduccidn L variable. 
Obtener la variation de tension entre los puntos 
A y B al variar el valor de L. 

En Ja primera rama la intensidad = \/2R y la ten* 
sidn en cada resistencia es Rl A = JV. 

En la segunda rama, la intensidad es 
Ifi — \/{R i f juL) 


Fig. 6-33 


y !a tension en la bobina, 
V 




i + ji.iL) 


(;'wL) 


Teniendo en cuenta las polaridades que se indican en 
la Ftg. 6*35, 

Y ab - l A R - 1 B ti»L) - *v v 



- (}uL) 


Fig. 6-35 


(Rj 4- j w L)' 

Radonalizando el segundo lermino de la expresidn anterior y separando las partes real e imaginarfa resulta 

T - - 

La exp resign entre corchetes es un numero complejo que, en forma polar, tendra un raddulo r y una fase 


l/i jl* Y . / v = 1 

\\2 Bf + ( U L)V \tf + («t)V 2 


~ arc tg 


-vLRJlRf 


UL)*\ -2^LR 1 

— -L- - arc tg - 


- arc tg ; 


-2 (uL/R t ) 


' $ - J*i*/[Ri + (<oL)2] e jef - (*L) 2 & 1 - (oiL/RJ 3 

Asi, pues, el mddulo de V AB es constante, es decir, V AB = \V; ahora bien, como tg lx = (2 tg x)/(l - tg 2 x) 
y coL/R = tg 6, $ = -2Q, siendo 0 el dngulo de la impedancia compleja de la segunda rama. 

6-19 En el circuito de la Fig. 6-36 existen dos mallas activas unidas per una resistencia de 10 ohmios. 
Hallar la diferencia de potencial entre los puntos A y B. 

De la Fig. 6-36 se deduce 


1 a = 


la — 


10/30° 
3“ j4 

1Q/Q° 

J+Ji 


10/30° 

5/ -53.1 G 

10/CT 

5 /53,1 ° 


2/83,1° 

- 2/ "53.1° 




—AW/V— 

3 

r, ‘ t<~ 

10 

—mvA— 

M 


110/30 J 


Fig. 6*36 


Para calcular V AB necesitamos conocer 
las polaridades de las tensiones en los elemen- 
tos como indica la Fig, 6-37. En estas condi- 
ciones, 


J——www 


Fig, 6-37 
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= i-M-h) = l-M-2/ny ) = "8 /-6,9° = -7,94 + jO,96 
\ XY - 0 (no circula corriente por la resistencia de 10 D) 

V rjr = = (/4)(2 /— 53, T ) = 8 /36,9° - 6,4 + y4,8 

Por consiguiente, + V X y + V rj — -1,54 + J5J6 = 5,95 /105° 


6-20 La intensidad de corriente total que circula por el circuito 
de la Fig. 6*38 es I r — 18 /45° aniperios. Calcular la diferencia 
de potencial entre los puntos A y B, 

De la Fig. 6-38 se deduce 

- (*&+ yh) = wm!L 

'■ - (d?s>= (to) |18 ® - 17 ' ,aai 

Las tensiones en la resistencia de 20 ft y en la reactancia j6 son 
V 20 = {20>I^ = 93,2 /120° y V J6 = (J6)l a = 105 /120% respectivamente. 

La Fig. 6*39 permite sumar las tensiones con las polaridades co- 
rrecias, es decir, 

- (93,2/120/ } - (105/120° ) - 11 ,S/ -60° 




Fig. 6*39 


6-21 Hallar la impedancia equivalente entre los puntos Ay B 
del circuito en puente de la Figura 6*40. 

La asociacion en paralelo de Zj y Z 4 esta en serie con la 
asociacidn en paralelo de Z 2 y Z 3 . Por tanto, 

7 — , ZgZ a 

** + Z 4 z a + z 3 

600(2000/—30° } ( 250/30f (1000) 

600 + 2000 7-30° + 260/301 + 1000 

= 606 /4,06° 



Problemas propuestos 

6-22 En el circuito serie de la Fig. 6-41 hallar las caidas de tension en homes de cada impedancia. Demostrar, me- 
diante el diagrams fasorial correspondiente, que la suma V* + V 2 + V a es igual a la tension aplicada 
V = 100/0° voltios. 

SoL 31,4/20,8° V; 25,1/50,8° V; 62,9/^29,2° V. 



Z, Zi z, 


Zi z* Zi 


5/30° 4/60 q 10/—20° 


3/46° 10 + jlO -jb 

100 fj}° (7 

Dl 

< 

51 


Fig. 6-41 Fig.6-43 


6-23 En el circuito sene de la Fig. 642 hallar la tension aplicada V sabiendo que la caida de tension en Z x es 
27 /- 10° voltios. 126,5 /-24,6° V. 


http://www.leeydescarga.com 









































Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP 6] C1RCUIT0S SERIE Y PARALELO 65 

6-24 Tres tmpedancias = 5 + j5 t Z 2 — —y8 y Z 3 = 4 ohmios estan en serie con una fuente de tension desco- 
nocida V. Hallar ]os valores de I y de V sabiendo que la caida de tension en Z 3 es 63,2/18,45° voltios. 

Sot. I = 15.S/1MT A; V = 150/T V. 

6-25 Una fuente de tension V = 25 /180° voltios se conecta a un circuito serie compuesto por una resistencia R fija 
y una reactancia X L variable, Para un tierto valor de esta reactancia inductiva resul ta una corriente I - H, 15 /153,4° 
amperios. En estas condiciones, se ajusta X L para que el retraso de la intensidad respecto de la tension sea de 
60°. iCvbi es d valor eficaz de la intensidad de corriente? Sol. 6,25 A. 


6-26 En el circuito serie de la Fig. 6-43 la caida de tensidn en la reactancia jl ohmios es V j2 = 13,04/15^ voltios, 

Hallar el valor de la impedancia Z. Sot. /J = 4nyY c =15fl, 

6-27 Un circuito serie estd compuesto por una resistencia R = 1 ohmio, una reactancia inductiva jX L = y4 ohmios 

y una tercera impedancia Z. Sabiendo que la tension aplicada y la intensidad de corriente resultante son 
V = 50/45° voltios el = 11,2 /108,4° amperios, respectivamente, deternunar e! valor de la impedancia deseono- 
cida Z. Sol Z = 1 - y8 Q. 





Fig.6-44 


Fig.6*45 


6-28 Un circuito serie de tres elementos conttene una bobina de autoinduccidn L - 0,02 henrios. La tension apli- 
cada y la intensidad de corriente resultante se tnuestran en el diagrams fasorial de la Fig. 6-44. Sabiendo que 
oi = 500 radianes/segundo, determinar loS otros dos elementos del circuito. Sol R = 10 O; L = 0,04 H. 

6-29 Hallar la impedancia Z y la admitancia Y correspondiente al diagrams fasorial de la Figura 6-45. 

Sol . Z = 2 — y0,5 Q; Y = 0,47 + yO,H75 U. 

6-30 Para determinar las constantes R y L de una bobina se conecta en serie con una resistencia de 25 ohmios y 
al conjumo se apiica una fuente de tension de 120 voltios a 60 hertzios; se miden las tensiones en bornes de 
la resistencia y en la bobina dando los valores V R = 70,8 voltios y voltios. ^Cudles son las cons¬ 

tantes de la bobina en cuestion? Sol . R — 5 fl; L = 79,6 mH, 

6-31 Una asociacion serie RC se conecta en serie con una resistencia de 15 ohmios. Al aplicar al circuito total una 
fuente de tension de 120 voltios a 60 hertzios las tensiones eficaces en la combination RC y en la resistencia 
pura son 87,3 y 63,6 voltios, respeciivamente. Determinar los valores de R y de C. 

Sol. R = 5 0; C = 132,5/jF. 

6-32 Hallar La impedancia y la admitancia eqnivalente, Z^ e Y^, en el circuito de dos ramas en paralelo de la Figu¬ 
ra 6*46. Deducir la intensidad de corriente en cada circuito equivalente. 

Sol. = 18,6 /7,15° fl; Y^ = 0,0538/-7,15° U; I r = 10,75/ —7,15" A. 




6-33 En el circuito paralelo de la Fig. 6-47 hallar las intensidades de corrientes en cada rama asi como la intensidad 
total. Construir el diagrama fasorial de corrientes con I, t | 2 e I 7 , 

Sot . 16/25° A; 12/0^ A; 27,4 /14,3 ° A. 
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CIRCUITOS SERIE V PARALELO 


[CAP. 6 


6-34 Hallar el valor de la intensidad total que circula por el circuilo de dos ramas en paralelo de la Fig. 6-48. Ob- 
tener Z n a panir de la relacion V/I r y comparar este valor con ~ x Z a /(lZ t + Z 2 ). 

SoL J T = 17,9 /42,4^ A; Z^ = 5,59 /-12,4° Q. 

El diagrama fasorial de la Fig. 649 corresponds a un circuito de dos ramas en paralelo. HalJar las impedan- 
cias de cada rama y Z 2 . SoL Z 1 = 2,5 + fiQ O; Z 3 = 15 /—90° 0. 

En el diagrama fasorial de la Fig. 6-50 se representan la tension aplicada aun circuito de dos ramas en paralelo 
y las intensidades que circular! por cada rama, Calcular las impedancias Z, y Z 2 de dichas ramas. 

SoL Z t = 11,55 - j2 0 Cl: Z 2 ■** 27,6 + j\ 1,75 O 


6-35 


6-36 


6-37 


6-38 


6-39 


6-40 


6-41 


6-42 


6-43 


644 


[, 

4,95^ 

S£.37/ X 

X .. L 



ioo L 



6 f 67 







U 

' J 1 50 

Fig. 6-19 

Fig.6*50 



Z, 


En e! circuito de la Fig. 6-5J determinar el valor de Z 2 sabiendo que I t = 2 /- 30° e I T = 4,47 /33,4° amperios. 
SoL Z 2 = - j5 n. 

Mediante el empleo de las admitancias hallar la admitancia y la impedancia equivalente, y Z^, del circuito 
de cuatro ramas en paralelo representado en la Fig. 6-52. Obtener la intensidad I T del circuito equivalenie. 


SoL Y*, - 0,22/-ST Ch = 4,55/5T O; I r = 33 /-13° A. 


:-jio 



10 

—/WV\W- 




5 

WW\W“ 


—MWAAr- 


ja 


Fig. 6-52 

Hallar la impedancia y admitancia equivalente, Z m 
en la Figura 6-53, SoL Z= 2,87 /27° O; 1 


Fig. 6-53 

e Yp,, en el circuito de tres ramas en paralelo representado 


0,348/-27° U, 


En el circuito de La Fig, 6-54 hallar d valor de Z sabiendo que V = 50/30° voltios e I r 
SoL Z = 5/-30 *0. 


27,9/57,8° amperios. 



; -j4 



;1Q 


J2 


Fig, 6-54 Fig- 6-55 

En el circuito de la Fig, 6-55 hallar el valor de Z sabiendo que V = 100 /90° voltios e I r = 50,2 /102,5° ampe¬ 
rios. Sal. Z = 5/4T Cl. 

A una asociacidn serie RC en paralelo con una resistencia de 20 ohmios se le aplica una fuente de tension a 
60 hertzios que suministra una intensidad de corriente total de 7,02 amperios. La intensidad de corriente por 
la resistencia de 20 ohmios es de 6 amperios y la correspondiente por la rama RC es 2,3 amperios. Hallar los 
valores de R y de C\ SoL R — 15 ft; C = 53,1 ^F. 

Hallar los valores de R y X L en d circuito de la Fig, 6-56 sabiendo que el valor eficaz de la intensidad de 
corriente total vale 29,9 amperios, el dc la intensidad que circula por la resistencia pura es 8 amperios y la co¬ 
rrespondents por la rama RL es 22,3 amperios. Sot. R — 5,8 Q; X L — 14,5 fi, 

Hallar ta tensidn \ AS en el circuito de la Figura 6-57. SoL 28,52 /183,68° V. 


X 


1 




f. 


20/3 0 


X 



vW 
5 


-WvVVV 


vWvW - fi 



Fig, 6-56 


Fig, 6-57 
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6-45 La lectura de un voltimetro en homes de la resistencia de 3 ohmios del circuito de la Fig. 6-53 es 45 voltios. 
iQut valor indicari el amperimetro? Sot. 19,4 A. 




6>46 La lectura de un voltimetro en homes de la resistencia de 5 ohmios del circuito de la Fig. 6-59 es 45 voltios, 
iQut valor indicara el amperimetro? Sot. 18 A. 

6-47 Hallar el valor eficaz de la tension entre tos puntos A y B del circuito del Problems 6-46 SoL 25,2 V. 

648 La tension eficaz entre tos puntos A y B del circuito de la Fig. 6-60 vale 25 voltios. Hallar ios valores efkaces 
de V y de I r . ind, Suponer aplicada una tension cualquiera V' y determinar la tension V F AB correspondiente. De 
ello se deduce V/25 = V’/V AB . Sot . 54,3 V; 14,2 A. 




Fig.6-60 Fig, 6-Gt 

649 En el circuito paralelo de la Fig. 6-61 hallar el valor eficaz de Ea tensidn de la fuente sabiendo que la dtferencia 
de potencial entre los puntos A y B vale 50 voltios. Sot. 54,6 V. 

6-50 En el circuito de la Fig. 6-62 dar valores arbitrarios a R y X L . Demostrar que para cualquier par de valores 
de R y X L el valor eficaz de es constante e iguaJ a 50 voltios. 
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Capitulo 7 


Potencia electrica y factor de potencia 


tNTR ODU CCION 

En muchos dispositivos electricos uno de los parametros que mas interesa es el de la potencia, Por 
ejemplo, es importante conocer la potencia suministrada por un altemador, la potencia consumida 
por un motor electrico, la potencia emitida por una emisora de radio o television, etc. 

La tension aplicada al circuito de elementos pasivos 
de la Fig. 7-1 es una fimcion del tiempo. La intensidad 
que resulta es, igualmente, una funcidn del tiempo cuyo 
valor depende de los elementos que integren dicho circuito. v (t ) 

El producto, en cada instante, de la tension por ia inten¬ 
sidad se llama potencia instantanea y viene dada por 

^ = L,f Fig. 7-1 

La potencia p puede tomar valores positivos o negativos, segun el instante o el intervalo de tiempo 
que se considere, Una potencia p positiva significa una transferencia de energia de la fuente a la red, 
mienlras que una potencia p negativa corresponde a una transferencia de energia de la red a la fuente. 



POTENCIA EN REGIMEN PERMANENTE SENOIDAL: POTENCIA ACTIYA (P) 


Consideremos el caso ideal en que el circuito pasivo 
contenga, exdusivamente, un elemento inductivo al que 
se le aplica una tensidn senoidal de la forma v = V m sen c ot> 
La intensidad de corriente que circula es de la forma 
i = I m sen (mf - 7t/2).' El valor de la potencia instan- 
t£nea es 

p = vi - V m I m {sen cur)(sen cat - n/2) 

Como sen (cat - n/2) = -cos cot y 2 sen x cos x - sen 2*, 
podremos escribir 

P = -hVJm sen 2 <ot 

En la Fig. 7-2 se pone de manifesto este hecho. 
Cuando v e i son positives, la potencia p es positiva, 
por lo que existiri una transferencia de energia de la 
fuente a la bobina, Cuando v e t son de signo contrario, 
la potencia es negativa, y la bobina devuelve a la fuente 
la energia que antes le habia suministrado. La frecuencia 
de la potencia es el doble que la correspondiente a la 
tension o la corriente, El valor medio de la potencia, 
que representaremos por /\ en un ciclo o periodo com- 
pleto es cero. 

En el caso ideal, tambien, de que el circuito estuviese 
formado por un condensador puro de capacidad C ob- 
tendriamos resultados analogos, como puede apreciarse 
en la Figura 7-3. 



Fig. 7-2. Circuito de una bobina pura L 



Fig. 7-3, Circuito de un condensador puro C 


68 


http://www.leeydescarga.com 











Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP. 7] 
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Apliquemos ahora una tension v ~ V m sen coi a 
un circuito constituido por una sola resistencia. La in¬ 
tensidad de corriente que circula por ella es i = I v sen cot 
y la potencia correspondiente 

p = vi = VJ m sen 2 tot 

Ahora bien, sen 2 x — ^(1 — cos 2jc), con lo cual 
P = iPJmO - cos 

resultado que se puede observar en la Fig. 7-4, En este 
caso vemos que la frecuencia de la potencia es iambien 
el doble de la correspondiente a la tension o a la corriente. 



Ademas, la potencia es siempre positiva y varia desde 
cero a un valor raaximo V m I m . Ei valor medio de la po¬ 
tencia CS I Fifi- 7-4. Circuito de una resistencia pura R 

Finalmente, consideremos el caso de un circuito pasivo general. Aplicando una tension senoidal 
v = V m sen tuf, circula una corriente de intensidad /' = / m sen (w/ + 0). E! angulo de fase 6 sera positivo 
o negativo, segun el caracter inductivo o capacitivo, respectivamente, de! circuito, La potencia instan- 
t^nea es 


p — vi — V m l m sen o)t sen (co/ + Q) 

Ahora bien, sen ot sen p = ^[cos (a - p) - cos (a + P)~\ 
y cos — a = cos a, con lo cual 

P - iF w /„,[cos 0 - cos (2c oi + 0)] 

La potencia instantanea p consta de un termino 
cosenoidal, cos (2 wl H- 0), cuyo valor medio es 

cero, y de un termino constante, \VJ m cos 0. En estas 
condiciones, el valor medio de p o potencia activa P es 

P = iV m I m cos 0 = VI cos 0 

en donde V = VjJl e / = fjy/l son los valores efica- 
ces de los fasores V e I, respectivamente. El termino cos 0 
se llama factor de potencia (f.p.). El angulo 0 es el que 
forman V e I y esta siempre comprendido entre ±90°. 
De aqui se deduce que cos 0 y, per tanto, P, es siempre 
positivo. Sin embargo, para indicar el signo de 0 diremos 
que un circuito inductivo, en el que la intensidad de corrien¬ 
te esta retrasada respecto de la tension, tiene un factor 
de potencia en retraso, Un circuito capacitive, como la 
corriente esta adelantada respecto de la tension, tiene un 
factor de potencia en adeianto . 

La potencia activa Ptambien se puede deducirde la ex- 

\ r T 

presion de definicton de la potencia media P = - 1 pdt. 

a 

La unidad de potencia activa en d sistema mksa es 
el vatio (W); como multiplo se emplea ei kilovatio (kW), 
de manera que I kW = 1000 W. 


Vm 




\ t 

r/u\ 


3 Wu 

\ t/u 


t 




/ + \ / + 

\ / + 

\ / £ 


\^/2ir/u 



Fig. 7-5 


POTENCIA APARENTE (S) 

El producto VI se llama potencia aparenle y se repvesenta por la letra mayuscula S . 

La unidad de S en el sistema mksa es el voltio-amperio (VA), y su multiplo mas empleado es el ki- 
lovoltio-amperio (kVA), siendo I kVA = 1000 VA. 
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POTENCIA REACTIVA (0 

El producto VI sen 0 se llama potencia reactiva y se representa por la letra mayuscula Q . 

La unidad de Q en el sistema mksa es el voltio-amperio reactivo (VAR), y su multiplo mas em- 
pleado es el kilovoltioamperio reactivo (kVAR), siendo 1 kVAR m 1000 VAR. 


TRIANGULO DE POTENCIAS 


Las expresiones de las poiencias activa, aparente y reactiva se pueden representar geometricamen- 
te media nte los lad os de un triangulo que se llama tr languid de potencias. 

Sea un circuito inductivo y represent^mos el retraso de la intensidad de corriente como indica la 
Fig. 7~6(<v), esto es, tomando la tension V como referenda. En la Fig. 7-6(6) esta representada la inten¬ 
sidad de corriente con sus componentes activa y reactiva. La componente activa esta en fase con la ten¬ 
sion V y la componente reactiva est£ en cuadratura con V. es decir, defasada 90 Q en retraso, Este diagra- 
ma se repite en la Fig, 7-6(c), en donde L / cos 0 e / sen 8 estan multiplicados por la tension eficaz V. 
En este caso: 

Potencia activa P - tension x componente activa (en fase) de la intensidad = VI cos 6 
Potencia aparente 5 = tension x intensidad = VI 

Potencia reactiva Q = tension x componente reactiva (en cuadratura) de la intensidad = VI sen 0 



(dJ <6} 

Fig. 7-6, Triangulo de poiencias: Cargu inductive 


(c) 


Con un procedimienlo analogo se construyen tos diagramas de la Fig. 7-7. El triangulo de potencias 
para una carga capacitiva tiene la componente Q por encima de la horizontal. 



v 


\a) 



(tl 



pig, 7-7, Triangula do polcncius: Carga capacitiva 


POTENCIA COMPLEJA 

Los tres lados S, P y Q del triangulo de potencias se dedueen del producto VI* de la tension por el 
complejo conjugado de la intensidad. El resultado de este producto es un numero complejo que se itama 
potencia complejo S. Su parte real es la potencia activa P y su parte imaginaria es la potencia reactiva Q. 
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Sean V = Ve ** e I = Entonces, 

g _ yj* _ — Vle~^ ~ VI cos 0 — jVI sen 0 = P — jQ 

El modulo de S es la potencia aparente S = VI. Un Angulo de fase en adelanto (I adelantada res- 
pecto de V) implica una potencia reactiva (Q) en adelanto, mientras que un angulo de fase en retraso 
quiere decir una potencia reactiva Q en retraso. Este hecho debe tenerse muy presente a! construir el 
triAngulo de potencias. 

A continuation haremos un resumen de las ecuaciones a emplear para hallar las componentes del 
triAngulo de potencias. 

Potencia activa P = VI cos 0 — RI 1 = V^JR — Re[Vl*] 

Potencia reactiva Q = VI sen 0 — XI 2 — V\/X = Im[VI*] 

Potencia aparente S = VI = ZI 2 = V 2 /Z = modulo de VI* 

Factor de potencia (f.p.) = cos $ — R/Z — P/S 




EjempLo 1. 

Tra 2 ar d tri&ngulo de potencias de un circuito cuya impedancia es Z = 3 + >4 ohmios y al que se le aplica 
un fasor tension V = 100/30^ voltios. 

El fasor intcnsidad de corriente que resulta es I = V/Z = {100 /30° )/(5 /53,l° ) = 20 /—234° A. 


Metodo L 

p = RI 1 = 3(20) 2 - 1200 W 
Q — XI 1 = 1600 VAR en retraso 
S - ZI 2 = 2000 VA 
f.p. = cos 53,1° — 0,6 en retraso 

Meiodo 2 . 

5 — VI — 100(20) = 2000 VA 

P = VI cos $ = 2000 cos 53,1° - 1200 W 
Q - VI sen 0 = 2000 sen 53 t T = 1600 VAR en retraso 
f.p. = cos 0 = cos 53,1° = 0,6 en retraso 


P = 1200 W 



Meiodo 3. 

S = VI* = (100/30° )(2Q /23,1 D ) = 2000 /53,1° = 1200 + >1600; por tamo, 

P = 1200 W, Q = 1600 VAR en retraso, S - 2000 VA y f.p. = cos 53,1° = 0,6 en retraso 


Metodo 4. 

\ R = RI = 20 /~ 23,1 J (3) = 60. /-23,1° , V A = (20 /-23,1° )(4/90 n ) = S0 /66,9° 

Por tanto, P = Vl/R = 60 2 /3 = 1200 W 

Q — V\/X = S0 2 /4 — 1600 VAR en relraso 
5 = V 2 /Z = 100 3 /5 = 2000 VA 

f.p, = P/S = 0,6 en retraso 

Debe tenerse un cuidado especial al sustituir valores en la ecuacion P = VjjR. El error que se comete con 
mas frecuencia consiste en sustituir V R , tension en la resistencia unicamente, por la lensidn total V en la impe¬ 
dancia Z. 


CORRECCION DEL FACTOR DE POTENCIA 

En las aplicaciones industriales se <?uele trabajar con cargas inductivas, por lo que la intcnsidad re- 
trasa respecto de !a tension aplicada. La potencia activa P entregada a la carga es una medida del tra- 
bajo util por unidad de tiempo que puede realizar la carga. Esta potencia se transmite, normalmente, 
a traves de lineas y transformadores. 

Como un transformador trabaja, en general, a tension constante, la potencia aparente en kVA da 
idea de la intensidad mAxima permitida. Teoricamente, si se conectase una carga inductiva o capaci- 
tiva pura, el transformador podria estar trabajando a plena carga, mientras que la potencia activa (media) 
suministrada seria cero. 
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En d triangulo de potencias, la hipotenusa S es una medida de la carga del sistema de distribution, 
y el cateto P es una medida de la potencia util suministrada. Evidentemente, interesa que S se aproxime 
lo mas posible a P r es decir, que el angulo G sea muy pequeno, Como el factor de potencia es f.p. = cosU 
valdria aproximadamente la unidad. En el caso normal de una carga inductwa es posible corregir e 
factor de potencia mediante condensadores en paralelo con la carga. Observese que la tension en la carga 
es la misma, con lo que la potencia util P tampoco varia, A1 aumcntar el factor de potencia la mtensidad 
y la potencia aparente disminuyen y, por tanto, se consigue una utilization mas eficiente de la potencia 
en el sistema o red de distribution. 


Ejemplo 2. 

En el circuito del Ejemplo 1 corregir el factor de potencia al va¬ 
lor 0,9, en reiraso, utilizando condensadores en paralelo. Hallar el 
valor de la potencia aparente S' despues de introducir la correction, 
y la potencia reactiva de los condensadores necesanos para obtener 
dicha correccidn. 

Representemos de nuevo el triangulo de potencias del Ejemplo l. 
En este caso, 0,9 = cos 6\ de donde 0 = 26 y 

S' — P/gos O' = 1200/cos 26° = 1333 
Ahora bien, Q 1 = S' sen O’ - 1333 sen 26° = 585 VAR en retraso. 

Potencia reactiva del condensador = Q - Q' = 1600 - 585 

= 10)5 VAR en adelanto 

Como P no varia, la energia activa permanece constants despues 
de la correccidn. Sin embargo, el valor de S se reduce de 2000 VA 
a 1333 VA, 


P = 1200 



Fig 7-0 


Problemas resueltos 


7-1 


Trazar el triangulo de potencias de un circuito cuya tension es v - 
y cuya intensidad viene dada por i = 5 sen (cur - 50°) amperios. 

V = jl50/^2)/i0° = 106/HT e I = (5/^/2)/_--50^ = 3.54 /-50° , 
Entonces, 

S — vi* = (106/10° )( 3 , 54 /SO c ) = 375/60^ = 187,5 + j325 

de donde 

P = Re[VI + ] = 187,5 W 
Q lm[VP] = 325 VAR en retraso 
5 — [VI* [ = 375 VA 

f.p. = cos 6CP - 0,5 en retraso 


150 sen (mi + 10°) voltios 


P- 187,6 



Fig.7-10 


7-2 La potencia consumida por un circuito serie de dos elementos vale 940 vatios siendo el 

de potencia igual a 0,707 en adelanto. Hallar las constantes del circuito sabiendo que la tension 
aplicada es u = 99 sen (60G0f + 30 ) voltios. 

El fasor tension aplicado es V = (90 iJiyW = 70/30;. De la expresidn de la potencia P = L/MsOre- 
suha 940 = 70/(0,707) de donde / = 19 A. Como el factor de potencia vale 0.707 en adelanto el fasor nUn- 
sidad de corriente esta adelantado con respecto al de tension un angulo arc cos 0 707 45 • ’ 

\ 19/75“ A. La impedancia del circuito es Z - V/l = (70/W > = 3.68/-45^ = 2,6 - J2.6 Q. Aho- 

ra bien, como 2 - R - jX c , y X c = 1,/cuC, se deduce 

R - 2.6 fi v C = - 


finmn 61 


64,1 ii F 


Otro metodo. 

Sustimyendo / = 19 A en P = RI 1 results 940 = /t(19) 2 , de donde R = 2,6 fl. 

Enlonces. Z = Z/-45" - 2,6 - jX c , con lo que X c =2.6. Por consiguiente. C = i/vX c - 64.1 fiF 
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CAP. 7] POTENCIA ELECTRICA Y FACTOR DE POTENCIA 

7-3 Determinar el trianguio de potencias del circuito serie representado en la Figura 7-11. 


73 



P 300 



De la Fig. 7-11, Z = 3 + j6 - j2 = 5 /53,1° e I = V/Z ^ (50 /-90° )/(5 /53,l° ) *= 10 /-143,1° . Entonces, 
S = YI* = (50 /-90° )(10 /143,1° ) = 500 /53,1° = 300 + y400 
Los iados del trianguio de potencias representado en la Fig. 7-12 son 

P = 300 W, Q = 400 VAR en retraso, S = 500 VA, f.p. = cos 53,1° = 0,6 en retraso 
Oiro mitodo. 

Sustituyendo el valor I = 10 A en las expresiones de la potencia disipada en cada elemento resulta 
P = Rf 1 = 3(10) 2 = 300 W, Qj 6 = 6(1G) 2 = 600 VAR en retraso, Q^ 2 = 2(I0) 2 = 200 VAR en adelanto 
y Q — Q j6 + Q-j 2 = 400 VAR en retraso. 


7*4 En el circuito de la Fig. 7-13 el valor eficaz de la 
intensidad de corrietite total es 30 amperios. Hallar 
las potencias. 


Haciendo 

18,45 /" 12,55° 
Entonces, 


I T = 30^, I 2 = = 

e ». = 30^ = 12.7&ML 0 . 


-VAW- 


-;3 


4 

Fig. M3 


P = RJ\ + R b J] = (4){18,45} 2 + |5)(I2,7} 2 = 2165 W 
Q = A7f = (3)(12,7) ! = 483 VAR en adelanto 
S = P-jQ = 2165 - >483 = 2210 /- 12,6° t S " 2210 VA 
f,p. - P/S = 2165/2210 = 0,98 en adelanto 

Podemos obtener los mismos resultados calculando la impedancia equivalente Z= 
-y0,533 ft. Por tanto, 


(5 - fi )4 

■9-J3 


= 2,4 


P = RIj = (2,4)(30j 2 = 2160 W y Q = (0,533)(30) 2 = 479,7 VAR en adelanto 


7-5 La potencia total disipada en el circuito de la Figu¬ 
ra 7-14 es 1100 vatios. Hallar la potencia de cada 
elemento y la lectura del amperimeiro, 

De la Fig. 7-14 se deduce, 

v v = _v_ , = y_ = jv 

3 + /4 5 /53,1° ' 2 Z 2 10 


3 ;4 '' 

—-MAW——I 




i. = 


10 

-VWW\A“ 

Fig. 7-14 


La rdacion de intensidades de corrientes es — = = - . Ahora bien, como P = Rl 2 t Ja relacidn entre 

las potencias disipadas en las resistencias de 3 ft y 10 ft es 


= XtK 

r 2 /1 io Vi ) 
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Por otra parte, corao P T = J ° 3 + P 10l dividiendo ambos miembros por F 10 resuita P T jP 10 = P 3 /P l() + l t 
con lo coal, 

J>io - 1100(5/11} = 500 W, = 1100 - 500 = 600 W 

De la expresidn P = RI 2 se deduce 3/f = 600* de donde / t - 14,14. Tomemos V = F/0° ; entonces 
I! = 14,14 / — 53,1° = 8,48 - j\ 1,31 
\ 2 = 7,07/0/ = 7,07 

e l r = + \ 2 = 15,55 -yi 1,31 = 19,25 /-36° 

La lectura del ampenmetro es 19,25 A. 


7-6 Determinar el triangulo de potencias de cada rama del circuito paralelo de la Fig, 7-15; obtener 
luego el correspondiente al circuito completo. 



Rama L 



Q i = 69 t 2 
en retraso 


J l = V/Z : = (20/60/ )/(4/3Q/) = 5/30/ 

S t = VIT = (20/60° )(5 /-3Q n ) = 100/30° 
= 86,6 + /5G 

Entonces, 

P x = Re[Vlf] = 86,6 W 

Q x = Im[VIf] = 50 VAR en retraso 

S, = jVI71 = 100 VA 

f.p.i = P\iS x = 0,866 en retraso 


I 2 = v/Z 2 = (20/60/ )/(5/60/ ) = 4/0; 
$2 = Vlf = (20/60/ )(4/0/ ) = 80/60/ 
= 40 + /69,2 

Entonces, 

7*2 = 40 W 

03 = 69,2 VAR en retraso 

S 2 = 80 VA 

f.p. 2 = 0,5 en adelante 


Pe los resultados anteriores se deduce inmediatamente el tri&ngulo d$ potencias total que se representa en 
la Figura 7-16. 


P T = P x + jy = 86,6 + 40 - 126,6 W; Q T = Q x + g 2 = 50 + 69,2 = 119,2 VAR en retraso 
Por tanto, S r = P r + ]Q r - 126,6 + yl 19,2 = 174 /43,4° . 

S T = |S r | = 174 VA y f.p. r = P T /S T = 126,6/174 = 0,727 en retraso 


7-7 El rendimiento de un motor de induction de 2 caballos de vapor (CV) de potencia de alimenta¬ 
tion es del 85 %. El factor de potencia de la carga vale 0,8 en retraso* Hallar las potencias electri- 
cas de entrada. 

Como ) CV = 736 W, P tmTtdll - 2(736)/0,85 = 1732 W. Por tanto, 

S (71MB mi VA, f) Hft m (0,8) - W* Q - 2165 sen m - [?W VAR m FEtrflSO 
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7-8 Determinar el triangulo de potencias total del circuito para- i T —^ 
lelo de la Fig. 7-17 sabiendo que la potencia disipada en la 
resistencia de 2 ohmios es 20 vatios. 

Como P = RI 2 f 2I\ = 20, de donde I x = 3,16 A, Por otro lado, 

Z x = 2 - j5 = 5,38/ —68,2° Q t con to que V = ZI, = 3,16(5,38) = 

17 V. Tomando V = 17/fT , 

h = 3.16/68,2° , I 2 = V/Z 2 = (17/tT > 

e \ T = Ij + I 2 - 11,17-29,8° 

Para determinar las componentes del tridngulo de potencias se ha de conocer el valor de S T . 

S T = Vlf = 17/0^ (11,1/29 ,£ ) = 189/29T = 164 ;94 

de donde 

P T = 164 W, Q T = 94 VAR en retraso, S T ~ 189 VA, f.p. = 164/189 m 0,868 en retraso 

7-9 Determinar las componentes del triangulo de potencias de la asociacion de tres cargas defini- 

das de la forma siguiente. Carga 1: 250 voltios-amperios con factor de potencia 0,5 en retraso; 
carga 2:180 vatios con factor de potencia 0,8 en adelanto; carga 3; 300 voltios-amperios, 100 voltios- 
amperios reactivos en retraso. 

Vamos a calcular las potencias media y reacttva desconocida para cada carga. 

Carga 1. Datos 5 “ 250 VA, f.p. - 0,5 en retraso. 

P = S (f.p.) = 250(0,5) = 125 W, 0 - arc cos 0,5 = 60°, Q = 5 sen 9 = 250 sen 60° = 216 VAR en retraso 

Carga 2 . Datos P — 180 W, f.p. = 0,8 en adelanto. 

S = Pj f.p. = 180/0,8 = 225 VA, 0 = arc cos 0,8 = 36,9 D , Q = 225 sen 36,9° = 135 VAR en adelanto 



Carga 3. Datos S = 300 VA, Q = 100 VAR en retraso. 

0 ^ arc sen {Q/S) = arc sen (100/300} = 19,5°, P = 5 cos 0 = 300 cos 19-5° = 283 W 

Por tanto, P T = 125 + 180 + 283 = 588 W, Q T = 216 - 135 + 100 = 181 VAR fen retraso 

Como S r = P r + ]Qt = 588 + ylSl = 616/17,1° , s 

S T = 616 VA y f.p, “ P/S = 588/616 = 0,955 en retraso 
La Fig. 7-18 muestra los trianguios de potencia de las cargas indiviuuales y del conjunto. 



7-10 Un transformador de 25 kilovoltios-amperios aiimenta una carga de 12 kilovatios con un factor 
de potencia 0,6 en retraso. Hallar el tanto por ciento respecto de plena carga que soporta el trans¬ 
formador. iCuantos kilovatios en cargas adicionales con factores de potencia la unidad se pue- 
den afiadir a dicho transformador sin que trabaje a plena carga? 

Para la carga de 12 kW, S = Pj f.p. — 12/0,6 = 20 kVA. Por tanto, 

% plena carga = (20/25)100 — 80 % 
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Como 6 - arc cos 0,6 I 53, T, Q = 5jSen & = 

20 sen 53,1° — 16 kVAR en retraso, A1 ser el factor 
de potencia de las cargas adicionales la unidad, la 
potencia reacliva Q serd la misma. Por tanto, a ple¬ 
na carga; el &ngulo 9' — arc sen (16/25) ^ 39,8* y 
la potencia total P T = S' cos 0’ = 25 cos 39,8° = 

19,2 kW. Luego, 

Carga adicional = P T - P = 19,2 - 12 
= 7,2 kW 


Se podian haber obtenido estos mismos resul- 
tados mediante una representation grafica, como se 
puedc ver en la Figura 7-19, 

Observes^ que con la adicidn de estas cargas con 
factor de potencia unidad ha aumcntado d factor de 
potencia total, f.p. ™ cos 39,8° = 0,768 en retraso, 

7-11 En el transformador del Problema 7 - 10 , supdngase que el factor de potencia de las cargas adicio¬ 
nales es 0,866 en adelanto. ^Cuintos kilovoltios-amperios de esas cargas se le pueden afiadir 
hasta que el transformador trabaje a plena carga? 

Del Problema 7-10, S ~ 20 kVA, 9 = 53,1°, Q = 16 kVAR en retraso, En la Fig, 7-20(a) tenemos el 
triangulo correspondiente de potencias, Con la potencia S 2 de las nuevas cargas se aiiade un ingulo — 
arc cos 0,866 = 30°, y el angulo 9' es innecesario, En la Figura 7-20(6), 

25/sen 96,9° = 20/sen 0, sen = 0,795, 6 = 52,6° 

Entonces, y = 180° - (96,9° 4 - 52,6°) = 30,5 D y 6' =* 53,1° - 30,5° = 22,6", 


P = 12 



Fig,7-20 



La potencia activa y reactiva a plena carga son P T = 25 cos 22,6° = 23,1 kW y Q T = 25 sen 22,6° = 
9,6 kVAR en retraso. Para las nuevas cargas, P 2 — 23,1 - 12 = 11,1 kW, Q z = 16 — 9,6 = 6,4 kVAR en 
adelanto, con lo cual, S 2 = P 2 + JQi = 11,1 - ;6,4 = 12,8 /—30^ 

S, = 12,8 kVA 

Estos 12,8 kVA de las nuevas cargas con un factor de potencia 0,866 en adelanto, mds los 12 kW con un 
factor de potencia 0,6 en retraso, completan la potencia aparente de 25 kVA del transformador. 

Giro mewdo. En la Fig. 7-2Q(a), para un angulo $ 2 = 30°, 

P 2 = S 2 cos 30° = {V3/2)S 2> Qi = S 2 sen30° = |S 2 

Ahora bien. (S') s = {P + P 2 ) 2 + {Q — Q 2 )* 

Suslituyendo 25* = (12 + Vi/ZS,} 3 + (16 - ^S 2 )* de donde 5, = 12.8 kVA 
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7-12 Un transformador de 500 kilovoltios-amperios funciona a 
plena carga con un factor de potencia 0,6 en ret rasp. Ana- 
diendo unos condensadores a la carga se modifica dicho factor 
pasando a valer 0,9 en retraso, Hallar la potencia reactiva de 
los condensadores precisos. Despues de ia correccidn de] fac¬ 
tor de potencia, ^que tanto por ciento respecto de plena carga 
soporta el transformador? 

Cuando ei transformador funciona a plena carga (vease Fig. 7-21), 

P = VI cos 0 — 500(0,6) = 300 kW 
0 = arc cos 0,6 = 53,1° 

Q = VI sen 8 = 500 sen 53,1° = 400 kVAR en retraso 
Cuando f,p, = 0,9 en retraso, 

6‘ = arc cos 0,9 = 26% S' = 300/0,9 = 333 kVA ( Q! = 333 sen 26° = 146 en retraso 
Por tanto, la potencia reactiva de los condensadores es Q — Q' = 400 — 146 = 254 kVAR en adelanto 
y % plena carga = (333/500)100 = 66,7 % 



7-13 Un grupo de motores de induction con una potencia activa total de 500 kilovatios y un factor 
de potencia 0,8 en retraso es sustituido parcialmente por motores sincronos con el mismo rendi- 
miento, pero con un factor de potencia 0,707 en adelanto. Se siguen haciendo sustituciones, con 
lo cual el factor de potencia varia continuamente. iQue tanto por ciento de la carga habr£ sido 
sustituida cuando el factor de potencia del sistema valga 0,9 en retraso? 

Como los motores sincronos tienen el mismo rendimiento que los motores de induction, la potencia ac¬ 
tiva total permanece constants e jgual a 500 kW. Antes de la sustitution de los motores, 

S - 500/0,8 = 625 kVA, 6 = arc cos 0,8 = 36,9% Q = 625 sen 36,9° = 375 kVAR en retraso 

Cuando el factor de potencia del sistema sea 0,9 en retraso, 

$' = arc cos 0,9 = 26% S' = 500/0,9 = 556 kVA, Q' = 556 sen 26° = 243 kVAR en retraso 




Fig.7-22 


Cuando el factor de potencia sea 0,707 en adelanto, 0 2 — arc cos 0,707 — 45°. En la Fig. 7-22(6), apli- 
cando el teorema de los senos, 

•V&en 53J fJ ^ 1.32/wn 81,9% 5* - 106,1 kYA 
Por tanto, P 2 = 106,5 cos 45° = 75,3 kW y 

% carga sustituida = (75,3/500)100 — 15 % 
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Problemas propuestos 

7-14 Determinar d triangulo de potencies de un circuito al que se le aplica la tension v = 200 sen (tof + 110 ) vol¬ 
tios y circula la intensidad ; = 5 sen {wt + 20°) amperios. SoL P = 0; Q = 500 VAR en retraso. 

7-15 Determinar el tnangulo de potencias de un circuito a! que se le aplica la tension v - 14,14 cos mt voltios y 
circula la intensidad i — 17,1 cos (wr - 14,05°) miliamperios, 

Sol. P = 117,5 mW; Q - 29,6 mVAR en retraso; f,p. = 0,97 en retraso. 

7-16 Determinar el triangulo dc potencias de un circuito al que se le aplica una tension v = 340 sen (o>r - 60 ) vol¬ 
tios y circula una intensified i = 13,3 sen (to/ — 48,7 ) amperios. 

Soi. P - 2215 W; Q = 442 VAR en adelanto; f.p. = 0,98 en adelanto. 

7-17 La tension eficaz aplicada a un circuito serie de R - 10 ohmios y X c = 5 ohmios es 120 voltios, Determinar 
d triangulo de potencias. Sol. S - 1154 -7577 VA; f.p. = 0,894 en adelanto, 

7-18 La tension eficaz en la resistencia dc un circuito sene de R = 5 ohmios y X L ** 15 ohmios vale 31,6 voltios. De¬ 
terminar d tn&ngulo de potencias. SoL S = 200 + ,600 VA; f.p. = 0,316 en retraso. 

7-19 El fasor de la tension aplicada a un circuito serie de R = 8 ohmios y X c = 6 ohmios es V = 50/-9Q_ voltios, 
Determinar el triangulo de potencias, Soi. S = 200 - ,150 VA; f.p. = 0,8 en adelanto,., 

7-20 Hallar la impedance de un circuito que consume 5040 voltios-amperios con un factor de potencia 0,894 en ade¬ 
lanto respecto de un fasor tension V = 150 /45" voltios. Soi. 4 - /2 D. 

7-21 Una impedancia por la que circula una corneme eficaz de 18 amperios consume 3500 voltios-amperios con un 
factor de potencia 0,76 en retraso. Caicular dicha impedancia. Soi 8,21 +,7,0 Q. 

7-22 Hallar las consumes de un circuito sene de dos elementos por d que circula una mtcnsidad de cornente i = 4,24 
sen {5000r + 45°) amperios y consume 180 vatios con un factor de potencia 0,8 en retraso, 

Sol. = 20 Q; L = 3 mH, 

7-23 Determinar el triangulo de potencias dd circuito constituido por las impedancias Zj — 5,83/-+5?_ ohmios 
y Zc 2 ■=. 8,95/63,4° ohmios en serie por las que circula una intensidad de corricnte eficaz de 5 amperios. 

SoL S r - 17TT J15 VA; f.p. = 0,918 en retraso. 

7-24 La potencia reactiva consurmda por dos impedancias Zj — 5 /45 ohmios y Z 2 — 10/30_ ohmios en serie es 
1920 voltios-amperios reactivos en retraso. Hallar la potencia activa P y la potencia aparente S. 

SoL P = 2745 \V; S = 3350 VA. 

7-25 El circuito de la Fig. 7-23 consume 36,4 voltios-amperios con un fac¬ 
tor de potencia 0,856 en retraso. Hallar el valor de Z. 

SoL Z = 1/90° Q 

7-26 El circuito serie de la Fig. 7-24 consume 300 vatios con un iactor de 
potencia 0,6 en retraso, Hallar la impedancia desconocida y determi- 
nar el triangulo de potencias. 

Sol. Z = 4/9CF £1; S = 300 + /400 VA. 

7-27 El fasor de tension apiicado a dos impedancias Z v - 4/- 30 ohmios 
y Zj = 5/6G u ohmios en paralelo es V = 20/tF voltios. Determinar el 
triangulo de potencias de cada ram a asi como el triangulo de potencias 
total mediante combinacidn de los anteriores. 

Sol. P = 1 26.6 W . Q - 19,3 VAR en retraso; Lp. - 0,99 en retraso, 

7-28 El valor de la tension eficaz aplicada a un circuito formado por R = 10 
ohmios y Z = 8+-30 : ' ohmios en paraido es dc 5 amperios. Determi¬ 
nar el triangulo de potencies total. 

SoL P = 110 Vv i Q = 33 VAR en adelanto; f.p. = 0,957 en adelanto. 


5 Z 

r-AWM— r i— 


Fig."-23 
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7-29 Hallar la potencia activa total y d factor de potencia del circuito paralelo de la Fig. 7-25 sabiendo que la po¬ 
tencia reactiva de la rama 1 es 8 kilovoltios^amperios reactivos. Sol. 8 kW; f.p, = 0,555 en retraso, 
7-30 iQue lecture indicari el amperimetro del circuito de la Fig. 7-26 si el consumo de la rama 2 es 1490 voltios- 
amperios? Determinar d tri&ngulo de potencias. 

Sot. 42,4 A; S = 2210 4- >3630 VA; f.p. = 0,521 en retraso. 




7-31 En el circuito paralelo de la Fig. 7-27 la resistenria de 3 ohmios consume 666 vatios y el circuito total 3370 
voltios-ampenos con un factor de potencia 0,937 en adelanto. Hallar d valor de Z. 

Sol. Z = 2 -JZQ. 

7-32 La potencia total consumida por el circuito de la Fig. 7-28 es 1500 vatios. Determinar el triangulo de potencias. 
Sot . S = 1500 + /248Q VA; f,p. = 0,518 en retraso. 

7-33 Hallar la potenda disipada en cada una de las resistencias del circuito de la Fig. 7-29 sabtendo que la potencia 
total es de 2000 vatios. Sol, P i5 = 724 W; P s - 1276 W. 



el tridngulo de potencias complete. Sol. S = 3920 VA; P = 3020 W; f.p, = 0,771 en retraso. 

7-35 Hallar el factor de potenda del circuito de la Fig. 7-31. Se sustituye la resistencia de 6 ohmios por otra de 
manera que el factor de potencia total sea 0,9 en retraso; icuAl ser£ este nuevo valor dhmico? 

Sot . f.p. “ 0,8 en retraso; R “ 3,22 ft. 

7-36 En el drcuito de la Fig. 7-32 el valor de la carga es Z = 5 + >8,66 ohmios. Calcular el tanto por ciento de 
disminucidn de la intensidad total al ahadir el condensador de — >2G ohmios de eapadtancia en paralelo con la 
carga. Sol. 38 %. 

7-37 Hallar la capacidad C del condensador necesario para que el factor de potencia del circuito paralelo de la Fi- 
gura 7-33 sea 0,95 en retraso. Sol. C — 28,9 fiF. 




Fig. 7-32 



7-38 Una fuente a 60 hertzios y 240 voltios de tension eficaz suministra 4500 voltios-amperios a una carga con un 
factor de potenda 0,75 en retraso. Hallar la capacidad del condensador que ha de coloearse en paralelo con la 
carga para que el factor de potencia sea [a } 0,9 en retraso, (b ) 0,9 en adelanto. Sot. (a) 6L3 /jF ; (5) 212 /iF. 
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7-39 

7-40 

7-41 

7-42 

7-43 

7-44 

7-45 

7-46 

7-47 

7-48 

7-49 

7-50 

7-51 

7-52 

7-53 


En el apartado (o) del Problems 7-38, <,en que tanto por ciento disminuye la intensidad de corriente? iExiste 
alguna reduccion mis en el apartado {b)l Sot. 16,7%. No, la corrienie es la misma. 

Tres impedancias Z l = 20/30" ohmios, Z 2 = ohmios yZ 3 = 10/T ohmios estan asociadas en pa- 

raldo con una fueme de tension V = 100 /-45° voilios. Determinar el triangulo de potencias de cada rama, 
a si como la suma de los tres para obtener el triangulo de potencias total. 

$ 0 l p „ 1904 q — 221 VAR en adelanto; S ~ 1920 VA; f.p. = 0,993 en adelanto. 

En el Problema 7-40 la fuente de 100 voltios summistra 1920 voltios-amperios, con un factor de poiencia 0,993 
en adelanto, a las tres ram as en paralelo del circuito. Hallar la intensidad de corriente total en el circuito. 

Sol. 19,2 A; en adelanto 6,62° respecto de V, 

Una fuente de tension V - 240/-30° volfios alimenta tres mipedancias Z x = 25/15-' ohmios, Z 2 = 15/^6CT 
ohmios y Zi = 15/90' ohmios en paralclo, Determinar el triangulo de potencias para cada rama, asi como el 
correspondiente a la combinacidn de los tres. 

Sot. P = 4140 W; Q - 1115 VAR en retraso; 5 = 4290 VA; f.p. - 0,967 en retraso, 

Determinar el triangulo de potencias total para las siguientes cargas’. carga 1, de 5 kilovaiios con un factor de 
poiencia 0,8 en retraso; carga 2, de 4 kilovoltios-amperios con una poiencia Q de 2 kilo voltios-amperios re- 
activos, y carga 3, de 6 kilovoltios-amperios con un factor de potencia 0,9 en retraso. 

p = 13,86 kW; Q — 4,38 kVAR en retraso; S = 14,55 kVA; f.p. = 0,965 en retraso. 


Determinar ei triangulo de potencias total para las siguientes cargas: carga 1, de 200 voltios-amperios con un 
factor de potencia 0,7 en retraso; carga 2 . de 350 voHios-amperios con un factor de potencia 0,5 emretraso, y 
carga 3 , de 275 vohios-amperios con un factor de potencia igual a la unidad. 

Soi P = 590 q = 446 VAR en retraso; 5 = 740 VA; f.p. - 0,798 en retraso. 


Mediante la conexion de unos condensadores se modifica el factor de potencia de una carga de 300 kilovaiios 
desde 0,65 en retraso a 0,90 en retraso. Cakular la potencia reactiva de los condensadores necesanos para ob¬ 
tener dicha modification y el tanio por ciento en que disminuye ia potencia aparente. Sot. 204 kVAR; 28%. 

El factor de potencia de una carga industrial de 25 kilovoltios-amperios es 0,8 en retraso. En la planta se instala 
un grupo de resistencias de calefaccion con !o cual se eleva ei factor de potencia a 0,85 en retraso, Hallar la 
potencia activa instalada. Sot. 4,3 kW, 

Una carga de motores de induccion de 1500 vatios y factor de potencia 0,75 en retraso se combina con la de 
un grupo de motores sincronos de 500 voltios-amperios y factor de potencia 0,65 en adelanto. Calcular la po¬ 
tencia reactiva de los condensadores a instalar para que el factor de potencia de los dos grupos motores sea 0,95 
en retraso. i,En que lanto por ciento disminuye la potencia aparente? Sol. 347 VAR; 6,3%. 

El factor de potencia de una cierta carga se corrige mediante 20 kilovoltios-amperios reactivos de una asocia- 
cion de condensadores al valor 0,9 en retraso. Si la potencia aparente que resulta es 185 kilovoltios-amperios, 
determinar d triangulo de potencias de ia carga antes de la conexion. 

Sol. P *= 166,5 k\V; Q = 101,0 kVAR en retraso; f.p. = 0,856 en retraso. 


Una carga de motores de induction con una potencia aparente de 2000 voltios-amperios y un factor de poten¬ 
cia 0,80 en retraso se combina con otra carga de 500 voltios-amperios de motores sincronos. Haiiar el factor 
de potencia de estos motores sincronos sabiendo que el factor de potencia total es 0,90 en retraso. 

Sol . 0,92 en adelanto. 


Una carga de potencia aparente de 65 kilovoltios-amperios con un factor de potencia en retraso se conecta a 
un grupo de motores sincronos de 25 kilovoltios-amperios con un factor de poiencia 0,6 en adelanto. Hallar 
el factor de potencia de la carga de 65 kilovoltios-amperios sabiendo que el factor de potencia total es 0,85 en 
retraso, Sol. 0,585, 


Jn transformado ' 1 de 100 kilovoltios-amperios trabaja al 80 % de plena carga con un factor de potencia 0 85 
in retraso. iQue potencia aparente de carga con 0,6 de factor en retraso se le puede anad.r sin sobrepasar la pie- 
ia carga del transformed or? Sot 21,3 kVA. 


Un transformer de 250 kilovoJlios-amperios trabaja a plena carga con un factor de poiencia 0,8 en retra¬ 
so Mediante una bateria de condensadores en paraielo se corrige d factor de potencia al valor 0,9 en retraso. 
ia) Haiiar ia potencia rtactiva de los condensadores ceccsarios. (b) i,Que potencia activa de una nueva carga se 
le puede anadir sin exceder el limite de la potencia apaicnte del transformudor? 

Sot. 52,5 kVAR; 30 kW. 

Despues de instalar ia bateria de condensadores del Problema 7-5, se ahade otra carga con un factor de poten¬ 
cia 0,5 en retraso, Hallar la potencia aparente de esta nueva carga sin sobrepasar d limite de la potencia apa¬ 
rente del transformador Sol. 32 kVA. 
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Capitulo 8 


Resonancia serie y paralelo 


INTRODUCTION 

Un circuito est£, o entra, en resonancia cuando la tension aplicada y la intensidad de corriente 
que circuia esian en fase, En resonancia, pues, la impedancia compleja del circuito se reduce exclusi- 
vamente a una resistencia pura R. 

Como V e I estdn en fase, el factor de potencia de un circuito resonante es la unidad. 


RESONANCIA DE UN CIRCUITO SERIE RLC 


La impedancia compleja del circuito serie de la Fig. 8-1 
es Z = R + j(o)L — 1/toC) = R + jX. Dicho circuito entra 
en resonancia cuando X — 0, es decir, cuando coL = 1 fcoC o 
bien to = 1/^/LC = to 0 . Ahora bien, to = Inf, con lo que 
la frecuencia de resonancia viene dada por 




i 

2*^ 


Hz (o c.p.s.) 


j- 1 ■ ~0~0~Q ^ 

R jwlj 


!(- 


“?/w C 


Fig. 8*1 


En la Fig. 8-2 (u) se representa el valor de Z y el de sus tres componentes R , X L y X c en f uncion de 
la pulsacion co. Para to = gj 0 , las reactancias induedva y capacitiva son iguales, y como |Z| = ^ /R 1 + X 2 
se deduce que Z — R. Es decir, la impedancia de un circuito serie en resonancia es minima. En conse- 
cuencia, la intensidad de corriente, I = V/Z, es maxima en dichas condiciones. 




Fig. 8-2. Circuito serie: Valorcs de Z, 0 e Y en funcion de at 

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a to 0 la reactancia capacitiva es mayor que la in- 
ductiva, con lo que el angulo de la impedancia es negativo. Si la resistencia es pequena, la variacidn del 
anguto con la pulsacion es mucho mas rapida, como indica la Fig. 8-2(6). Cuando a) tiende hacia cero, 
el Angulo de Z se aproxima a —90°, 
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Para frecuencias superiores a la correspondiente a Oq, la reactancia inductiva es mayor que la ca- 
pacitiva, con lo que el angulo de Z es positivo, aproximandose a +90° cuando © > ^o- 

En la Fig. 8*2 (e) se representa la admitancia del circuit© serie Y = 1/Z en funcion de oj. Como 
I = VY este diagrama muestra, asimismo, la variacion de la intensidad de corriente con a). Puede ob- 
servarse que para la pulsacion la corriente es maxima y que en resistencias pequenas la intensidad de 
corriente es mayor. La curva de puntos representa el caso Umite en que R = 0. No se representa el an- 
gulo de la admitancia, ya que es el opuesto (igual y de signo contrario) del angulo de la impedancia que 
muestra la Figura 8-2(6), 


RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO RLC 

El circuito paralelo de la Fig. 8-3 es un circuito ideal 
formado por tres ramas con elementos simples R, L y C. 
Sin embargo, ei analisis ue este circuito presents un e norms 
interes en el estudio general de la resonancia, Este circuito 
paralelo ideal se puede reducir al circuito serie que acaba- 
mos de ver sin mis que establecer la dualidad completa 
existente entre am bos. 



Fig. 8-3 


La admitancia compleja del circuito paralelo de la Fig. 8-3 es Y - G + j(o)C l/tul) G + jB, 
siendo B c - B L , B c = wC y B L - I/wL. Dicho circuito entra en resonancia cuando B- U, es 
decir, cuando wC = 1/toL o bien to = \/jLC = to 0 . Al igual que en el circuito serie RLC , la frecuen- 
cia de resonancia viene dada por 


L = 


2,y/LC 


Hz (o c.p.s.) 


En la Fig. 8-4(o) se representa el valor de Y y el de sus tres componentes G, B c y B L en funcion de a). 
Para to = to 0 , las susceptancias inductiva y capacitiva son iguales, con lo que Y = G. Es decir, la admi- 
tancia de un circuito paralelo en resonancia es minima. En consecuencia, la intensidad de comen e t 
I = VY, tambien es minima en estas condiciones. 




Fig. 84. Circuito paralelo: Valores de K Z y 0 en funcion de w 

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a cd 0 la susceptancia inductiva es mayor que la ca¬ 
pacitiva, con lo que el angulo de Y es negativo. En este caso, el dngulo de la impedancia es post ivo y 
se aproxima a +90° cuando o> tiende a cero [vease Figura 8-4 (c)j. . 

Para frecuencias superiores a la correspondiente a co 0 el angulo de Z es negativo y su variacion 
con a) es mis rapida para resistencias elevadas. 
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RESONANC1A DE UN CIRCUITO PARALELO DE-DOS RAM AS 

La admitancia Y del circuito paralelo de dos ramas de la Figu- 
ra 8-5 es la suma de las admitancias individuates de cada una de ellas. 


Y = Yl + Yc = 

RL ^ 

R\ + X\ + R* + X\ 


Rl + jXi, 

Rc 


+ J 


Rc jXc 
X c 


X L 


R 2 C + X% R\ + Xl 


Fig.8-5 


El circuito entra en resonancia cuando la admitancia compleja sea un ntimero real. Es decir, X c /(Rq + 
xl) = XJIRl + Xl), y 




(*) 


Para conseguir la resonancia se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes que aparecen en (7). 
Despejando a> 0 de la Ecuacion (7) resulta, 


= -J— j v.- 

\/LC\ Rl-. 


( 2 ) 


. - L/C 
VLCH Rl- L/C 

Por tanto, la pulsacion to 0 de un circuito resonante paralelo de dos ramas difiere de la correspondiente 

al circuito simple formado por los tres elementos L y C en paralelo en el factor * / ™-- 

\ R c — L/C 

La frecuencia es un numero real y positivo; por consiguiente, el circuito tendra una frecuencia 
de resonancia correspondiente a co 0 para R[ > L/C y R£ > L/C o bien R[ < L/C y Rl < L/C. Cuan¬ 
do R[ - Rl = L/C el circuito entra en resonancia a todas las frecuencias. En el Probiema 8-12 se adara 
este importante caso especial. 

Despejando L de la Ecuacion (7) resulta, 


o bien como Zc = Rc + X% f 


L = ic[(«2+xS) ± 


L = ic[zi ± 


(3) 


Ahora bien, si en esta Ecuacion (5) Z£ > 4 RtX& se obtienen dos valores de L para los que el circuito 
entra en resonancia. Si Z% = 4 RlXl el circuito entrari en resonancia para L = \CZ%. Si Z% < 4R\X% 
no existe valor alguno de L para el cual se presente la resonancia del circuito dado. 

Despejando C en la Ecuacion (7) resulta, 

1 


C = 2L 


z\ ± ^zl- wlxl 


En este caso, si Z£ > 4R£Xl habra dos valores de C para los que el circuito entra en resonancia. 
Despejando R L en la Ecuacion {/) resulta, 

Rl ■ = yj^LCRl - 0 ,-L 2 +IJc 


w 


(5) 


y si despejamos R c ■ Rc = ^Ri/^LC) — 1A» 2 C 2 + Jj/C (d) 

Si el subradical de (5), o de (<5) t es positivo, existe un solo valor de R L , o de 7? c , para el cual el circui¬ 
to entra en resonancia. 


FACTOR DE CALIDAD Q 

El factor de calidad de una bobina, de un condensador, o de un circuito en general se define por 

energia maxima almacenada 


G = 2* 


energia disipada por periodo 
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En los circuitos de la Fig. 8-6 y 8-7, la energia disipada 
por periodo es ei producto de la potencia media disipada en la 
resistencia multiplicada por el periodo T o 1// 

En el circuito serie RL de la Fig, 8-6 la energia mdxima 
almacenada es For tanto, 


Q - 2ir 


iLIi 


2 

mas 


(/L,/2)fl(l//) 


Mk 

R 


vJL 


En el circuito serie RC de la Fig. 8-7 la energia maxima 
almacenada es jCT-L ° bien Por consiguiente. 


Q = 2n 


mai jw 2 C 

(iL*/zm/f) 


»CR 


-aww- 

R jvL 


Fig. 8-6 


-WWr 

R 


HI 

1/j-C 


Fig. 8-7 


En un circuito serie RLC en resonancia la energia almacenada es constante. Teniendo en cuenta 
que cuando la tension en el condensador es maxima la intensidad de corriente por la bobina es nula, 
y vice versa, ?CV* tx = Es decir, 





R 


1 

ZfiR 


La representacion grafica de la intensidad de corriente en un circuito serie RLC en funcion de la 
pulsacion, o de la frecuencia, es analoga a la cor respond iente de la admitancia de la Fig. 8-2{c). En la 
Fig, 8-8 se representa la intensidad que circula por un circuito RLC en funcion de o) o bien mediante 
un cambio de escala apropiado, en funcion de f, En el valor la intensidad de corriente Iq es maxima. 
Se ban sefiaiado los puntos en los que la intensidad toma el valor 0,707 del maximo. Las pulsaciones 
correspondientes son y 



Fig. 8-8 

Como la potencia consumtda por el circuito es /?/ 2 , para / = 0,707/ o la potencia es la mitad de 
la que corresponde al valor maximo que tiene lugar en cu 0 , Los puntos asociados a co : y co 2 se llaman 
puntos de potencia mitad. La distancia entre ambos puntos se mide en hertzios o ciclos por segundo 
(c.p.s.) y se llama ancho de banda AB. 

En estas conditioner, podremos expresar el factor de calidad por la relation entre la frecuencia 
de resonancia y el ancho de banda; es decir (vease Problems 8-13), 

U = U 

f 2 f i AB 

geometries de y cj 2 (vease Problema 8-6): 

y /. = VfX 


Q 0 = 


La pulsacidn de resonancia to Q es la media 


*>n — V w. 
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En resonancia, las tres ramas del circuito paralelo de 
la Fig. 8-9 almacenan una energia constante. Teniendo en 
cuenta que cuando la intensidad de corriente por la bobina 
e$ maxima la tension en el condensador es nula, y viceversa, 
podremos escribir \LI^ X = jCV .Es decir, 

Q» = A = ^cr 



Fig. 8-9 


LUGARES GEOMETRICOS DE IMPEDANCIAS 

El estudio de los circuitos que tienen un elemento variable se simpliiica mucho mediante el anali- 
sis de los lugares geometricos de impedancias, Como UVYy, normalmente, V es constante, el lugar 
geometrico de Y proporciona la variacion de la intensidad I con el elemento variable del circuito, 

Ei circuito serie de la Fig, 8-10(c) tiene una resistencia fija y una reactancia variable que podemos 
suponer toma valores cualesquiera, positivos o negatives. Si consideramos el piano Z con los ejes car- 
tesianos R y X, el lugar geometrico de la impedancia Z, para el circuito dado, es una recta paralela al 
eje X que corta al eje R en R lt como indica la Figura 8-10(6). 



Fig.S-10 


En el piano Y, formado por los ejes cartesianos G y B y podemos determinar el lugar geometrico 
de la admitancia, 

Como Z = 1/Y 


Ri + jX 


1 

G+jB 


(*) 


Radonalizando e igualartdo las partes reales de (/), 


o bien G 2 — G/Ri ~h = 0 

Sumando 1/4/?f a ambos miembros de (2) y simplificando resulta. 


w 


( G 2 «,) + - ( 2 ij 

Esta Ecuacion (5) representa una circfonferenda, es decir, el lugar geometrico de Y es una circunferen- 
cia con centre el punto (1/2 R lt 0) y radio 1/2 R x . [Vease Figura 8-10(c).] 


http://www.leeydescarga.com 

















Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


86 RESONANCIA SER1E Y PARALELO [CAP, 8 

A cada punto del lugar geometrico de Z le corresponde un punto del lugar geometrico de Y. Los 
puntos del lugar de Z por encima del eje R se corresponden con los puntos de la semicircunferencia por 
debajo del eje G en el piano Y, AJ punto + oo del lugar de Z le corresponde el origen del piano Y. Andlo- 
gamente, los puntos del lugar geometrico de Z por debajo del eje R se corresponden con los puntos de 
la semicircunferencia por encima del eje G en el piano Y. Al punto — go del lugar de Z le corresponde 
el origen en el piano Y. Conviene observar las posiciones relativas de Zj e Y*. Las distancias de Z t eY l 
a los origenes respectivos son distintas, mientras que los ingulos que forman con el eje horizontal son 
iguales y de signo contrario. 

En el caso de una reactancia inductiva fija y una resistencia variable, como indica la Fig. 8-11(a), 
el lugar geometrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el primer cuadrante del piano Z a una 
distancia X = X Li del origen. Por el mismo procedimiento que antes se obtiene la ecuacidn del lugar 
geometrico de Y: 

G 2 + (B + l/2X h )* - (1/2 X H )* (+) 

El lugar geometrico de Y es, pues, una circunferencia de centro (O f - l/2X Lt ) y radio l/2X Ll en el pia¬ 
no Y, [Vease Fig. 8-11(c),] Sin embargo, como el lugar geometrico de Z, en la Fig. 8-11(6), es una se¬ 
mirrecta del primer cuadrante del piano Z el transformado del lugar geometrico de Z, para este circuito, 
es tinicamente la semicircunferencia del cuarto cuadrante del piano Y. 



Fig, 8-11 

En el caso de una reactancia capacitiva fija en.serie con una resistencia variable, como indica la 
Fig, 8-12(a), el lugar geometrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el cuarto cuadrante del 
piano Z a una distancia X — -X Ci del origen. [Vease Fig. 8-12(6).] Por.el mismo procedimiento que 
antes se obtiene la ecuacibn del lugar geometrico de Y: 


G 2 + (B - 1/2 Xctf = (1/2 Xc,Y 


( 5 ) 


El lugar geometrico de Y es, pues, una semicircunferencia de centro (0, l/2A" Cj ) y radio i/2X Cl , 
situada en el primer cuadrante del piano Y. [Vease Figura 8-12(c),] 




(a) 


(6) Plano Z 



Fig, 8-13 
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LUGARES GEOMETRICOS DE INTENSIDADES DE CORRIENTE 

Consideremos el circuito paralelo de la Fig. 8-13(a) con una rama constituida por la resistencia R x 
y reactancia jX L fijas, y una resistencia R 2 fija y reactancia -jX c variable en la otra. La admitancia total 
de las dos ramas en paralelo es 


Yr = Yi + Ya 

Sumando el lugar de Y 2 de la segunda rama al punto fijo Yj se obtiene el lugar de Y Ts como muestra 
la Figura 8-13(6). 



Fig. 8-13 



(c) 


La intensidad de corriente viene dada por 1 = VY y, en la Fig. 8-13(c), puede observarse como 
al sumar la intensidad fija I t a la corriente variable l 2 se obtiene el lugar geometrico de la intensidad 
total. Este diagrama muestra que existen dos valores de C para tos cuales la intensidad de corriente total 
esti en fase con la tension V, 

Examinando la Fig. 8-13(c) se desprende como se puede dar el caso de que no exista ningtin valor 
de C para el que el circuito entre en resonancia. Si el radio, l/2R 2 , de la semicircunferencia del lugar es 
tal que la curva no corta al eje V, no existing ningun valor de C que produzca resonancia, En los pro- 
blemas que siguen veremos m£$ aplicaciones de estos diagramas de lugares geometricos. 


Problemas resueltos 


8-1 En un circuito serie RLC f R = 10 ohmios, L — 5 milihenrios y C = 12,5 microfaradios. Deducir 
la variacidn del modulo y del argumento de la impedancia del circuito en funcidn de co en el in- 
tervalo O f 8o> 0 a 1,2 oj q . 

En resonancia, 

w = u 0 = 1 !y[W “ 1/y(6 X 10^ a )(12,5 X 10-®) = 4000 rad/a 
X Lq - - 4000(5 X 10 _a ) = 20 Q 

X Cq - 1Aj 0 C = 1/(4000 X 12 t 5x 10= 20 fi 
Entonces, Z 0 = R -f j{X L ^ - X Cq ) = 10 + /(20~2Q) = 10/0^ 

Ahora bien, X L — o)L y X c « 1/coC, con lo que XJX Lq = co/oj 0 y X c /X Cd — a} 0 fco. Por consiguiente, po- 
dremos calcular los valores de X Lt X c y Z para otras frecuencias. 

En la Fig, 8-14(a) se da una tabta de reactancias e impedanctas, y en la Fig. 8-14(6) se encuentra el diagrama 
pedido. 
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o 

X L 

X c 

Z 

3200 

16 

25 

10 - ;9 

13,4/—42° 

3600 

18 

22,2 

10-;4,2 

1.0,8/—22,8° 

4000 

20 

20 

10 

10/0f 

4400 

22 

18,2 

10 + i3,8 

10,7/20,8° 

4800 

24 

16,7 

10 + ;7,S 

12,4/36,2° 



Fig. 8*14 


8-2 A1 circuito sene del Problema 8-1 se le aplica una tensidn V ~ 100/0° vollios. Hallar la caida de 
tension en cada eleraento para co = 3600, 4000 y 4400 radianes por segundo. Trazar los diagraraas 
fasoriales de tensidn para cada una de las frecuencias. 


Para a> = 3600 rad/s, I = V/Z = (100/T )/(10,8/ -22,8° ) = 9,26 /22,8° . Entonces, 

V* = 9,26/22,8° (10) = 92,6/22,8° , V L ^ 9,26/22,8° (18/90° ) » 167 /112,8° , 

V c = 206 /—67,2° 

Para a> = 4000 rad/s, I = (100/0^ )/(10/0^ ) = 10/Of . Entonces, 

V* = 100/0^ , V t = 10/0^ (20/90° ) - 200/90°, V c - 200 /-90 0 
Para cu « 4400 rad/s, I - (100/GT )/(10,7 /20,8° ) = 9,34/-20,8° . Entonces, 

V* = 9,34 /-20,8° (10) = 93,4 /-20,8° , V L = 9,34 /-20,8° (22/90° ) - 206 /69,2° , 

Vc - 170 /-110,8° 

Eo la Fig. 8-15 se reprcsentan los tres diagramas fasoriales de tensidn. Observese que el mddulo de la ten- 
sidn cn cada elcmento reactivo de un circuito serie prdximo a la resonancia puede ser muchas veces superior 
aJ de la tensidn aplicada. 



Fig. 8-15 

8-3 La frecuencia de la tension aplicada a un circuito serie de R =* 5 ohmios, L = 20 milihenrios y 
una capacidad variable C es/= 1000 hertzios. Hallar el valor de C para la resonancia serie. 

En resonancia, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, 2nfL — \!2nfC. Por tanto, 


l _ _1_= U1 *iF 

UM)i ~ (20 X 10-*)(2* X lOOO)^ 
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8-1 A un circuito serie de R = 5 ohmios, C = 20 microfaradios y una bobina de autoinduccidn va- 
nable L se le aphca una tension V = 10/0° voltios con una pulsacion igual a 1000 radianes por 
segundo. Se ajusta el valor de L hasta que la caida de tension en la resistencia sea mixima. Hallar 
las caidas de tension en cada elemento. 

Como V, = Rl, la caida de tension mixima en la resistencia tendril lugar en resonancia, esto es, cuando 
la intensidad de comente es mixima. En estas condiciones, las reactancias han de ser iguales; por consiguieme, 

Xc ~ uC ~ 1000(20 x 10 -») - 60 x l = 50 fi 

y X = R = 6/0?. Ahora bien, 1 - \/Z = ( 10 / 0 ? )/( 6 / 0 ?) = 2/0? con lo que 

V R = 2/0? (5) = 10 / 0 ?, V L = ( 2 / 0 ° >(60/90° 1 = 100/90? y V c = 100 /- 9 Q° 

8-5 Hallar la frecueticia de resonancia, asi como los valores dc las frecuencias de media nomnrin h* 
un circuito serie RLC en el que R = 100 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 40 microfaradios. 

tu 0 = 1/y/LC = l/ v /0,5(40 x lO" 6 ) = 224 rad/s, con lo que / 0 = cu 0 / 2 jr = 35,7 Hz (o c.p.s.). 

A la frecuencia inferior de media potencia, ca lt la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva la in- 
teusidad de comente es 0,707 de su valor m£ximo, y como I = V/Z, )Z| sen* 1,414 veces su valor para a> ** <o 0 . 
Ahora bien, Z = 100 para (o = oj 0r con lo que |Zj = 141,4 Q para cj =■ ati, Por consiguiente, Z = 100 — 
j(X c - X L ) m 141,4/0. de donde cos B = R/Z = 100/141,4 - 0,707, 8 = - 45 °, Por otro lado, 

X c ~ = R o bien 1 /«jC — <j a L = R (j) 

Sustituyendo en (;) los valores dados y despejando gc^ resulta = 145 rad/s yf { = 145/2* = 23,1 Hz (o c.p.s.)* 
A la frecuencia superior de media potencia, (o 2t la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva |Z[ sicue 
valiendo 141,4 fl y 0 = +45°. En estas condiciones, 

Xt ' Xc " -fi o bien l/w^C — R 

Sustituyendo valores en (2) y despejando © a , resulta a> 2 = 345 rad/s y f 2 = 55 Hz (o c.p.s.)- Ahora bien, como 
et )0 es la media geomfrrica de y m 2 . 


«0 = = /145 X 34G = 224 rad/u 

8-6 Demostrar que la pulsacion o> 0 de la frecuencia de resonancia de un circuito serie RLC es la media 
geometrica de las frecuencias inferior y superior de media potencia, <u, y a> 2 , respectivamente. 

Como hemos visto en el Problema 8-5, l/o^C - w,L = fi para o,, y <a,L - t/<o,C = fi para <u„ Por 
tanto, 

1/tUjC.— = a) 2 L — l/a) 2 C 

Multiplicands por C y sustituyendo mi = l/LC en f J) se obiiene 

l/4d! - Wl / W j = Wj /<4 - l/ Wg o bien 1/ Ul + 1/ Wa = + W2 )/ U g 

de donde ^u 1 ^ 2 * 


8-7 La tensidn aplicada a un circuito serie con R = 50 ohmios, L = 0,05 henrios y C = 20 microfa¬ 
radios es V = 100/0“ voltios a una frecuencia variable. Hallar la tensidn maxima en la bobina 
al variar la frecuencia. 

El mddulo de la impedancia en funcidn de co es Z = JR 1 + {<x>L - 1/wCf. Por tanto, el modulo de la 
inlensidad de comente es / = Vj^/W + (aiL - 1/cuC) 2 . 

El modulo de la tension en L es 


V L = uLI = u LVNW+ (uL - UuQ* (j) 

Hallando la derivada dVJdto en la ecuacidn (/), iguatdndola a cero y despejando el valor de co, se deduce dicho 
co para el que V L es inaxuno. 

*V L d 

-jj- = ^ vLV(R* + u*LS - 2 L/C + l/u 2 ^)-*^ 


= ^ 1 + ~ iL/c + U^OY^LV - *LVl(W + U *L« - 2 L/C + 1MKP)-M(2 U L* - 2/J>&) 

~ ” »* + cAL* - 2 L/C + 1 /«*C> 

( 2 ) 
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Sacando factor comiin L V{R 2 + w*L 2 — 2L/C + l/co 2 C 2 )” 111 en (2), e igualando a cero el numerador resulta la 
ccuacidn 

R 2 - 2 L/C + 2/t»*C* ~ 0 


de donde 




2 LC-RK* 




RKfL 


Ahora bien, como Q q = o) 0 L/R = l/cu 0 C£, — L/R 2 C> susbtuyendo en (J) 


= SI 

" Vlc\m 2 *- 1 

Sustituyendo los valores dados en la ecuaeibn (J), 


(*) 


U) 


w 



_ 2 _ 

,05X20 X - (50 X 20 X 10- fl )^ 


1414 rad/a 


Esdedr,^ = a>L = 1414(0,05) = 70,70,^ = 1/ojC = 1/(1414 x 20 x 10" 6 ) = 35,4QyZ = 50 + 7(70,7 - 
35,4) = 50 + y35,4 = 61,2 /35,3° fl. Entonces, / = VjZ = 100/61,2 = 1,635 A y 

= 1,635(70,7) — 115,5 V 

La ecuacibn (tf) indica que para Q grande, la tensibn maxima en L ocurre cuando <o 0 ss 1/^/Zc Para va- 
lores grandes de Q las tensiones m^xjmas en R y C $e obtienen para w = a> Q . Para valores peque&os de Q t V c 
es maxima por debajo de y V L lo es par encima, (Vease Problema 8-28.) 


8-8 El circuito de la Fig. 8-16 representa la conexidn en paralelo 
de un condensador y una bobina, siendo R L la resistencia 
oh mica de esta ultima. Hallar la frecuencia de resonancia 
del circuito. 

La admitancia total del circuito es 


Y r 


Rl “b 
Rl , 

R\ 4- JL* 


+ j<aC 





i iuc 


Fig. 846 


En resonancia, ta parte imaginaria es cero; por tanto, 


Rl + 


“ UqO 


de donde 



Si la resistencia de la bobina es pequefta comparada con o» 0 Z,, Sa frecuencia de resonancia viene dada por 

i a/Zc. 


8-9 Hallar la pulsacidn to 0 de la frecuencia de resonancia del cir¬ 
cuito de dos ramas en paralelo representado en la Fig. 8-17. 

St se aumenta el valor de la resistencia de la rama RC , icuil 
serd el valor miximo para el que puede existir resonancia? 

1 / *! - L/c 
“ VW^Rl-L/C 

1 _ 1 62 - 10-1/(20 X To 1 ®) F »e- 8 ' 17 

VlO-a xlo x 10-8 \ 42 - 10-3/(20 x 10'») 

= 4640 rad/s 

El valor del numerador del subradical es 36 - 50 = —14, For tanto, dicho subradical tiene una raiz real 
si el denominador es negativo, es decir, si R} < L/C o bien R c < 7,07 ft. Cuando tienda a 7,07 ft, la pulsa- 
cibn co 0 tiende a infinito. 

Si lo que se aumenta es el valor de R Lf la pulsacion tiende hacia cero cuando R L se aproxima a 7,07 ft. 
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CAP - *1 RESONANCIA SERIE V PARALELO 

*-10 Hallar los valores de L para los que la pulsation de la frc- 
cuencia de resonancia del circuito de la Fig. 8-18 es w - 5000 
radianes por segundo. 

La admitancia total es 

Y = - - —- -|- —j_ 

2 + jX L 5~;10 

= (S — + -j_\ + j( 10 _ 

\4 + Xi 12 bJ T 4 + XfJ 

Igualando a cero la parte imaginaria, 

10/126 = Xr/(4+Xt) o bien X\- 12 t 5X L + 4 = 0 (j) 

Las raices de (7) son X L = 12,17 y = 0,33. Sustituyendo estos valores en la expresion X L = se obtienen 
las condiciones de resonancia del circuito, L = 2,43 mH y L = 0,066 mH. 



8-11 


Hallar el valor de C para el que entra en resonancia el cir¬ 
cuito de la Fig. 8-19 con co = 5000 radianes por segundo. 

Y ~ —i— + - 1 _ 

8 + j6 8,34 ~jAr c 

= (J- + - 8 » 34 > + _ J_\ 

\ 100 69,5 + X%) + ^69,5 + *! 100 ) 



En resonancia, la admitancia compleja es un numero real. Por tanto, Fig. 8-19 

Xd(69 t 5 + Xl) = 6/100 y X* - 16,7JT C + 69,5 - 0 
de donde X c = 8,35 Cl. Sustituyendo este valor en X c = 1/a>C y despejando C resulta C = 24 pF. 


8-12 


Hallar el valor de R L y R c que hacen entrar en resonancia 
al circuito de la Fig. 8-20 cualquiera que sea la frecuencia. 

La pulsacidn de la frecuencia de resonancia del circuito es 

i I rI-l/c 
** Vlc \r%- L/C 

en donde <a Q puede tomar cualquier valor siempre R* = - L/C. Fig 8-2$ 

Como L/C = (2 x 10“^)/<SO x 10" 6 ) = 25, 

Rl — Rc ~ ~ 6 O 

Se deja como ejercicio comprobar este resultado para valores de a) comprendidos entre 2500 y 5000 rad/s. 



8-13 Demostrar que en un circuito serie RLC el factor de calidad go = (d^L/R = fJAB . 


A las frecuendas de media potencia la reactancia es igual a la resistencia. 

A la frecuencia inferior de media potencia la reactancia capadtiva es mayor que la inductiva, Por tanto, 
ItZirfi C — 2ir/i I> = R de donde /, = W 

4 wL 

A la frecuencia superior de media potenda la reactancia inductiva es mayor que ]a capadtiva. Por tanto, 

2,fiL - 1/2wf t C = R de donde f 2 = — tVff + 

4irL 

Como AB = f 2 — fit el ancho de banda es AB = RjlnL. En resumen, 

Q a = f 0 /AB = 2rf 0 L/R = uqL/R 
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92 RESONANCIA SER1E Y PARALELO [CAK 8 

8-14 HalJar cl valor del factor de calidad Q q de un circuito serie con R = 20 ohmios, L = 0,05 hen- 
rios y C — 1 microfaradio utilizando cada una de las siguientes expresiones para Q 0 : a) Q L/R* 
1 j^CR y f 0 /AB. 

La pulsacidn de la frecuencia de resonancia es — l/^/Zc = V^/0,05 x 10"= 4470 rad/s, con io 
que / 0 = (DqIItz = 712 Hz. For tanto, 

g 0 = a>o L/R = 4470(0,05)/20 = 11,2 

o bien Qq = )/o> 0 CR = 1/(4470 x 10 J 6 x 20) = U,2 

En el Problema 8-13, para la frecuencia inferior de media potencia, — 2rc/,L = R . Sustituyendo, 

1/(2*/; x IO’ 6 } - 2k/;( 0,05) = 20 y f x = 681 Hz 
Para la frecuencia superior de media potencia, 2j zf 2 L — \/2nf 2 C = R. Sustituyendo, f 2 = 745 Hz. 

For consiguiente, AB = (745 — 681} y, entonces, 

So =/ 0 /AB = 712/(745 - 681)= 11,1 


8-15 Obtener el lugar geometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu- 
ra 8-21 (a) que tiene una reactancia inductiva variable X L . 

El lugar geometrico de Y es una semicircunferencia de radio r = 1 J2R = 0,1, como indica la Figura 8-21(6). 



Fig.8-21 

En estas condiciones, el lugar geometrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresion I — VY, 
en donde V = 50/0° voltios. El lugar geometrico de la intensidad es an^logo al currespondiente de Y y tiene 
un valor miximo de 10 A cuando X L = 0. [Vease Figura 8-21 (c).] 


8-16 


Obtener el lugar geometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu¬ 
ra 8-22(a) que tiene una resistencia variable R y una reactancia capacitiva fija. 

El lugar geometrico de Y es una semicircunferencia de radio r = \J2X C ~ 0,1, como indica la Figura 3-22(6). 



Fig. 8-22 



El lugar geometrico de la intensidad de corriente se obtiene de la expresidn 1 = VY, en donde V - 50/0^ 
voltios. La intensidad tiene un valor mdximo de 10 A para R — 0. [Vease Figura 8*22(c).] 
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CAP. S] RESONANCIA SER 1 E Y PARALELO 93 

8-17 Hallar el valor de Jt L para el que existe resonancia en el circuito de la Fig, 8-23(7;). Trazar el lugar 
gcometrico de Y y explicar Ios resultados obtenidos. 

La admitancia total es 


Y t = 


Rl + JIG 4 — ;5 


= ( Bl i i \ , y 6 10 \ 

VB|+ 100 41 ) J y41 Rl+lOOj 


En resonancia, la parte imaginaria de Y debe ser nula, esdecir, 5/41 = 10 f{R 2 L + 100), de donde R 2 l = - 18. 
Por tanto, no existe ningtin valor de R L que de lugar a resonancia. 




Pig.6-23 


La admitancia de la rama fija es 1/(4 — j5) = 0,0976 + yO,122, El radio de la semicircunferencia corres- 
pondiente al lugar geom£trico de esta rama variable es r = \f2X L = 1/20 = 0,05, con lo que su diametro es 
0,10* Como la susceptancia capacitiva de la rama fija es 0,122, el lugar gcometrico de la rama variable no corta 
al eje real y T en consecuencia, no es posible eJ fenomeno de la resonancia. 


8-18 Trazar el lugar gcometrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Fig, 8-24 (a) 
y hallar el valor de R c para el que la diferencia de fase entre V e I sea de 45°, 

La admitancia de la rama fija es \jR = 0,1 U. EJ radio de la semicircunferencia del lugar gcometrico de 
la rama RC ts r = \/2X c = 1/8 = 0,125. [Vease Figura 8-24(6).] 



(«0 



Fig. 8-24 



(c) Lugar de \ r 


En la Fig. 8-24(c} se observa que la intensidad esta adelantada respecto de la tensibn un Angulo de 45 c en 
el pun to indicado. Las partes real e imaginaria de Y r deben ser tguales. Como 

Rc \ / 4 


Y t = 


( 0>1 + a» + is) + t w) 


0,1 4- 


Rc 


R 2 + 16 


16 


de donde R c = 2 fl 
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RESONANCIA SER1E Y PARAEELO 


[CAP, & 


8-19 


En el Problema 6-18 se ha estudiado el circuito de 
la Fig. 8-25. Se obtuvo que el valor absoluto de 
\ ab es constante e igual a V A3 = jV, y que el fasor 
y A3 estd retrasado respecto de la tension aplicada V 
un Angulo 20, siendo 0 = arc tg coL/R* Represen- 
tar gr^ficamente estos resultados. 



Fig:. 8*25 


En la primera rama, Z = 2R,Y - 1/2/? y la intensidad 
dc corriente es = V/2 R. La caida de tension en la resis- 
tencia es 

V* = IR - V/2 


(a) 


(b) 




lx* 


A 

Fig.8*26 


-HV 

M 


El diagrams fasorial de la Fig, 8*26 muestra las ten- 
siones v V Uj *, siendo A el punto medio de V, A 4 t 

El lugar geometrico de la admitancia Y de la segunda rama es una semicircunferencia. Por ta “ t0 - * 
uWiricn de la intensidad de corriente es, asimismo, una semicircunferencia , como representa la Fig 8-270). 
En el diagrama fasorial de tensiones aparece la caida de tension en la bobina, V BK , y la corresponaienie en .,, 
V .. La tension V es la suma de ambas caidas de tension. Observese que l fl esla retrasada 90 respecto de V M . 



Fig.8-27 



Fig. 8-28 


Las tensiones V„ y V*, son siempre perpendieulares, eualqniera que sea el valor de L. A1 variar L desde 
^ o c ~ trEtdaHa de M a N nor la semicircunlerencia aei lugar. 

“n i a Fig. g P 28 se ban superpuesto los dos diagramas fasoriales de las Figs. 8-260) y 8-270). ^ 

ciar-que e, radio de la scmicircunferencia es que vale \Vy que pennanece Ademis, 

el ingulo 6 de retraso de V, 8 respecto de V es igual a 20, en dondc 0 = arc tg mL/R. 


8-20 El lugar geometrico de la intensidad de corriente total que circula por un circuito paralelo• de 
° dos ramas se ha representado en la Fig. 8-29. Determinar los elememos de cada rama especificando 
que elemento es variable. 




Fig. 8-SO 
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CAR 8] RESONANCFA SERit Y PARALELO 95 

En el punto inferior de la semicircunferencia la intensidad de corriente que circula por la rama variable es 
nula, Por tanto, en este punto la corriente total circularia enteramente por la rama 1 cuyos elementos son fijos. 
Ahora bien, esta corriente estA retrasada respecto de la tensidn, con lo que la rama fija debcra contener una re- 
ri stend a y una bobina 

La semicircunferencia del lugar geometrico de la intensidad que circula por la rama 2 indica que la corrien¬ 
te estA en fase con la tensibn en su valor mAximo. En los otros puntos del lugar, l 2 esta retrasada respecto 
de V, Por tanto, la rama 2 contiene una resistencia R 2 y una bobina de autoinduccion variable L 2 , como $e in¬ 
dica en la Figura 8-30, 


Problemas propuestos 

8-21 La tension aplicada al circuito serie RLC de la Fig. 8-31 es u — 70,7 sen (500/ + 30°) voltios y la intensidad de 
la conriente que circula vale / = 2,83 sen (500/ ■+■ 30 3 ) amperios. Hallar los valores de R y de C 
Soi R = 25 ft; C= 8 fiF. 




Fig. 8*32 


8-22 En el circuito de la Fig, 8-32 la impedancia de la fuente es 5 + j 3 ohmios y su frecuencia 2000 hertzios, ^Para 

que valor de C la potencia disipada en la resistencia de 10 ohmios es mdxima? 

Sol. C = 26,6 //F; P * 111 W. 

8-23 El Angulo de fase de un circuito serie RLC con L =* 25 milihenrios y C = 75 microfaradios a Ja pulsacitin 

to = 2000 radianes por segundo es de 25° en retraso, i A que pulsacibn el Angulo de fase cs de 25° en adelanto? 

Hallar <a 0 . Sol. w — 267 rad/s; cu 0 — 730 rad/s. 

8-24 La tension aplicada a un circuito serie RLC con L — 0,5 henrios es v = 70,7 sen (500 -f 30° J voltios y la inten¬ 
sidad de la corriente que circula vale i = 1,5 sen (500/) amperios. Hallar los valores de R y de C. iCual seri 

la pulsacibn o> 0 de resonancia del circuito? Sol , R = 40,8 ft; C ~ 8,83 /aF; = 476 rad/s, 

8-25 A un circuito serie con R = 10 ohmios, L = 0,2 henrios y C = 40 microfaradios se le aplica una tcnsidn de 

frecuencia variable. Calcular las frecuencias f lf fo y/j a las que la corriente estA, respecto de la tension, adelan- 
tada y retrasada 30°, en fase, respectivamente, Soi . f x ~ 54,0 Hz ;/ 0 — 56,3 Hz;/ 2 = 58,6 Hz (o c.p.s.). 

8-26 El Angulo de fase de un circuito serie RLC con R = 25 ohmios y L — 0,6 henrios a una frecuencia de 40 hertzios 
es de 60° en adelanto. Hallar la frecuencia de resonancia del circuito. 

8-27 En el circuito serie de la Fig. 8-33 se varia la frecuencia hasta que 
la tension en el condensador sea mAxirna, Si la tension eficaz aplica¬ 
da es de 100 voltios, calcular la tension mAxirna en el condensador 
y la pulsacidn a la que tiene lugar. 

Sol. V c = 115,5 V; m = 707 rad/s. 

8-28 El factor de calidad del circuito serie del Problema 8-27 es, como 
se ha visto, Q 0 = o) 0 L/R = 1. Tomando el valor R = 10 ohmios, 
con lo que £?o = 5, hallar la pulsacion a la cuaj la tension en el 
condensador es minima, Repetir el problema para R - 5 ohmios. 

Soi to = 9%; W rad/s. Nota. Para £ 10 « puede suponer 
que las tensiones mAximas en R t L y C ocurren todas a la 
frecuencia de resonancia f Q o pulsacidn m 0 . 


Sol. / 0 = 45,4 Hz {o c.p.s.}. 
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96 RESONANCIA SERIE V PARALELO ' [CAP. 8 

8-29 Para poner de manifiesto el efecto del factor de calidad Q sobre el modulo de la mtensidad de corriente a fre- 

cuencias proximas a la de resonancia trazar las graficas de variation de Y con respecto a to para los siguienies 

circuitos: Circuito I: R — 5 ohmios, L — 0,05 henrios y C = 20 micro far adi os. Circuito 2: R = 10 ohmios, 

L = 0,05 henrios y C = 20 microfarad ios. 

8-30 En el circuito paralelo de la Fig, 8-34, L = 0,2 henrios y C = 30 microfaradios, Hallar La pulsation de reso¬ 
nancia si R L = 0 y compararla con la que resulta para R = 50 ohmios, Sol. a> 0 = 408; cd q - 323 rad/s. 



Fig, 8-34 


Fig, 8-35 



Fig. 8-36 


8-31 Hallar la frecuencia de resonancia / 0 del circuito paralelo de la Figura 8-35, 

SoL / 0 = 159 Hz (o c.p.s.}. 

8-32 En el Problema 8-31. que valor de una resistencia que se colocara en serie con el condensador resultant 

una frecuencia de resonancia de 300 hertzios? Sol. R c = 6 fl. 

8-33 Hallar el valor de R L para el que el circuito paralelo de la Fig. 8-36 entra en resonancia. 

SoL R l 12,25 fi. 

ft-34 i Para que valor de X L entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig, 8-37? Trazar el lugar geometrico de Y 
y explicar el resultado. 



Fig. 8<37 Fig. 8-38 

8-35 Haliar ei valor de R c para d que ei circuito paralelo de ia Fig, 8-38 entra en resonancia. Trazar d lugar 
geometrico de Y y explicar el resultado, Sol. R c « 0. 

8-36 El circuito paralelo de la Fig, 8-39 entra en resonancia para X c = 9,68 ohmios y X c — 1,65 ohmios, Determinar 
el fasor intensidad de corriente total para cada valor de la reactancia capaciliva. 

SoL 1,83/0^ A; 3,61/tT A. 


It 

io^Qt 

Fig. 8-39 Fig. 8-40 

8-37 que valor de R c entra en resonancia el circuito paralelo de la Figura 8-40? SoL R c = 6 O. 
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8-38 La tension aplicada a un circuito serie formado por una reactancia induct!va fija X L = 5 ohmios y una resisten- 
cia variable R es V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geometricos de Ea admitancia y de la intensidad de co- 
rriente. 

8-39 A un circuito serie formado por una resistencia fija /f = 5 ohmios y una capacidad variable C se le aplica la ten- 
si6n V — 50/0° voltios. Trazar los lugares geometricos de la admitancia y de la intensidad de corriente. 

840 En d circuito paraleio de la Fig. 841 la autoinduceionde la bobina puede variar sin limites. Trazar el lugar geo¬ 
metrico de la admitancia y demostrar que no es posible la resonancia. 



Fig. 841 Fig, 8-42 Fig. 843 


841 El circuito de la Fig. 842 entra en resonancia para dos valores de La capacidad del condensador C a la pulsa- 
cidn m = 5000 radianes por segundo. Calcular ambos valores de C y trazar el lugar geometrico de la admitancia. 
Sot. 20,6/iF; 121 pF. 

842 En el circuito paraldo de la Fig. 843 la intensidad de corriente l T esta retrasada respecto de la tensibn aplicada 
un Angulo de 53,1° cuando R = 0. Si R = ao (circuito abierto), I r adelama el mismo angulo respecto de la ten¬ 
sion. Trazar el lugar geometrico de la admitancia y explicar el resuttado. <,A que valor de R entraria en reso¬ 
nancia el circuito? Sol. R — 6,25 fi. 

843 Hallar el vaJor de R para que entre en resonancia el circuito paraleio de la Fig. 844 y trazar ei lugar geo¬ 
metrico de la admitancia explicando el resultado. 

844 En el Problema 843, iqui cambio en la reactancia inductiva hace posible la entrada en resonancia para algfin 
valor de la resistencia variable J2? Sot. X L ^ 8,2 ft. 

845 Hallar el valor de R para el que entra en resonancia el circuito paraldo de la Fig. 845 y trazar ei diagrama 
de su lugar geometrico. Sol. R = 5.34 O. 



Fig. 844 Fig. 8-45 S-4G 


846 En el circuito paraldo del Problema 8-11 se conseguia la resonancia variando la capacidad de C. Mediante el 
diagrama del lugar geometrico de la admitancia explicar por que se obtuvo un solo vaior de C en lugar de dos 
para la resonancia. 

847 El circuito paraleio de la Fig. 846 se consigue entre en resonancia variando el valor la autoinduecion L de la 
bobina. Construir el diagrama del lugar geometrico de la admitancia y determiner los valores de L para la re¬ 
sonancia si a) = 5000 radianes por segundo. Sol. L = 2,43; 0,066 mH. 

848 En el diagrama del lugar geometrico de h admitancia del Problema 847 hallar el valor de L para el cual la 
intensidad de corriente total es minima. iCual seri el modulo de esta intensidad si el valor eficaz de la tension 
aplicada es 100 voltios? Sol. L = 2,95 mH; If = 5.1 A. 
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RESONANC1A SER1E Y PARALELO 


[CAP. 8 


8^*9 En d Problema 8-47 apiicar una tension V = 150/75° voltios 
y obtener I r para cada valor de L que origine la entrada en 
resonanda del drcuito, 

SoL l T - 7,98/75^ ; 78,9 QF A. 

8-50 En el circuito de fase variable de la Pig. 8-47 la fase de la 
tension puede variar desde 10° hasta 170" : en retraso. A la 
frecuencia de 60 hcrtzios, £cu£l sera el margen de variation 
de Ri que produce Ja cjtada variation de fase? 

SoL 46,4 a 6080 fl. 





8-51 En cada una de las Figs. S-48(«), (£) y (c) se encuentran Jos diagramas de los Jugaies geometricos de las inten- 
sidades de cornente total de tres circuitos que contienen un elemento variable cada uno. Obtener el drcuito a 
que corresponde cada uno de ellos. 





SoL (a) Un drcuito paralelo de dos ramas. Rama 1: R y X c fijas; rama 2: R fija y X c variable, 

(6) Un drcuito paralelo de tres ramas. Rama \: R y X c fijas; rama 2: X c fija; rama 3; R fija y X L variable, 

(c) Un drcuito paralelo de dos ramas. Rama t: R y X c fijas; rama 2: X L fija y R variable. 

8-52 Determinar d circuito correspondiente al lugar geometrico 
de imensidad de cornente representado en la Fig. 8-49 sa- 
biendo que w = 2000 radianes por segundo. 

SoL Rama !: R = 7,07 Q; L = 3,54 mH. 

Rama 2: R = 7,07 f2; C = variable. 

Fig. fi-49 

8-53 En la Fig. 8-50 sc encuentra el diagrama del lugar geometrico de la imensidad de corriente que eircula por un 
circuito paralelo de dos ramas, i.Que cambio en la rama RL hace que el punto A se encuentre sobre el fasor 
tension? SoL X L = 5,78 Q. 





8-54 En la Fig. 8-51 se encuentra el diagrama del lugar geometrico de la imensidad de corriente que circula por un 
circuito paralelo de tres ramas. Determinar todas las constantes del circuito sabiendo que m ~ 5000 radianes 
por segundo. 

SoL Rama 1; R = 8,05 D. L ^ 0,423 mH. Rama 2: R = 4,16 ft; C = 27,7 /iF. Rama 3; L = 2,74 mH y 
R variable. 
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Capitulo 9 

Analisis de un circuito por el metodo 
de las corrientes de malla 






INTRODUCCION 

Las fuentes de tension en un circuito electrico originan unas corrientes en las ramas que, a su vez, 
dan lugar a unas caidas de tension en los componentes de las mismas. Resolver un circuito consiste en 
hallar las intensidades, con su sentiuo de circulation, en cada una de aqueiias ramas o bien determinar 
las caidas de tension en cada uno de dichos componentes. 

METODO DE RESOLUCION POR LAS CORRIENTES DE MALLA 

Para aplicar este metodo se eligen, en primer lugar, Ja 20 $ cerrados o mallas, asignandoles una co- 
rriente electrica. Estos lazos o mallas se Uaman corrientes ciclicas de Maxwell o simplemente, corrientes 
de malla, como se representa en la Fig. 9-1. Acto seguido, se escriben las ecuaciones de la segunda ley 
de Kirchhoff para cada malla tomando las intensidades de aqueiias corrientes como variables desco- 
nocidas, l L , I 2 e I 3 , en el ejemplo, y se resuelve el sistema de ecuaciones asi formado. La corriente en cada 
rama se halla mediante la primera ley de Kirchhoff y es o bien una corriente de malla (caso en que la 
rama solo pertenezca a una malla) o bien una combination algebraica de dos corrientes de malla (caso 
en que la rama sea comun a dos mallas). 


V s 


Por ejemplo, la corriente en el elemento Z A es I lt y la corriente en Z B es I x - I 2 si l x es mayor que I 2 
o bien I 2 — en caso contrario (el sentido de circulation es el correspondiente a la mayor intensidad 
de las dos mallas contiguas). La caida de tension en un elemento cualquiera del circuito es el producto 
de la impedancia compleja del mismo por el fasor intensidad de corriente que lo atraviesa (el borne del 
elemento por donde entra la flecha del sentido de la intensidad esta a mas tension que por donde sale). 

Vamos a obtener el sistema de ecuaciones del circuito de tres 
mallas independientes de la Fig. 9-1 aphcando a cada malla la se¬ 
gunda ley de Kirchhoff. En la Fig. 9-2 aparece la primera malla 
aislada y se ha de verificar que la suma de las fuerzas electromotrices 
o subidas de tension es igual a la suma de las caidas de tension. 

Z A l, +Z B (l x -I 2 ) = V, (/) 

La segunda malla no contiene fuente de tension alguna; por tanto, 
la suma de las caidas de tension a lo largo de ella es cero. 

Zch + Z D (I 2 + I 3 ) + ZA - Ii) = 0 (2) 

Para la tercera malla tendremos, 

ZJa + ZA + Ij) = V B (3) 
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Es decir, 

(Za + Zu)Ii - Zflla = Va 

+ {Zb + Z c 4- Zu)l2 + ZdIj — 0 

Zr>I 2 + (Z D + Z E )h = V B 

Este sistema de ecuaciones se puede obtener directamente. Para ello, consideremos la primera malla, 
que aparece en la Fig. 9-2. La corriente li tiene el sentido de las agujas del reloj y las caidas de tension 
en todos los elementos de esta malla son todas positivas, Ahora bien, por Z B tambien circula la corriente 
I 2 de la segunda malla, pero con sentido opuesto a I : , Por tamo, la caida de tension en Z a debida a l 2 
es -Z B l 2 . La caida de tension es posiliva por tener el mismo sentido que l L . En estas conditions, 
aphcando la segunda ley de KirchhofT a la primera malla se obliene la ecuacion (7'). Analogamente, 
resultan las Ecuaciones (2') y (J'). 

Los terminus caida y subida de tension o potential son mas propios de los circuitos de corriente 
continua (c.c.) en los que su significado es mas daro que en los de corriente alterna (c.a.), en donde los 
valores instantaneos de tension y de imensidad de corriente son unas veces positivos y otras negativos. 
La segunda ley de KirchhofT en regimen permanente senoidal aplicada a una malla o lazo cerrado dice: 
La suma geometries de los fasores de tensidn de las fuentes aaivas de la malla es igual a la suma geome - 
trica de los fasores de caidas de tension en las impedancias de la malla , 


(n 

m 

(S') 


ELECCION DE LAS MALLAS 

La solution de un circuito por el metodo de las corrientes de mallas se simplifies extraordinaria- 
mente eligiendo bien las mallas a considerar. Por ejempto, supongamos que en el circuito de la Fig. 9-1 
solo es necesario conocer la corriente que circula por la impedancia Z a ; lo mas cbmodo sera resolver 
el problema de forma que por Z a no circule mas que una corriente de malla } es decir, que dicha impe¬ 
dancia no pertenezea mas que a una malla. En estas condiciones, solo habra que determinar el valor 
de la corriente de malla I,, En la Fig. 9*3 se pueden observar las nuevas mallas elegidas. 


V* 


V fl 



Fig. 9-3 

El sistema de ecuaciones correspondiente a tal election de mallas es 

(Z a + Zb)Ii -f ZaI 2 = Va 

-f (Za + Zc + Z p )I 2 + ZdI 3 = V A 

ZdU F {Z* + Z e )I 3 = V e 

En cualquier caso. por cada elemento del circuito debe circular al menos una corriente de malla 
y no tiene por que haber dos ramas con la misma corriente o igual combination algebraica de corrientes. 
En el parrafo siguiente vamos a ver el criterio que permite saber el nurnero minimo de mallas independien- 
tes para resolver un circuito. Si el nurnero de mallas que se adoptan es menor que el necesario, el sis¬ 
tema de ecuaciones no es valido. 


http://www.leeydescarga.com 





























Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP. yj ANALJSJS de UN circuito por el metodo de las corrientes de malla 


101 


NUMERO MINIMO DE MALLAS JNDEPENDIENTES 

Si el circuito es piano y sencillo, el numero de inallas necesario se deduce facilmente a simple vista. 
Para circuitos mas complejos es preciso tener algun criterio que proportions el numero de ecuaciones 
linealmente independiente, necesario para resolver el circuito en cuestion. 




i 



Fig. 9-4. Un circuito, su grafo y su arbol 


En la Fig, 9-4(6) se representa el grafo del circuito que figura a su izquierda, (a} \ los nudos se han 
susmuido por drculos pequenos y las ramas por lineas. La Fig. 9-4(c) muestra un posible arbol del grafo 
que solo conliene ramas que no forman malla o lazo eerrado. Sin embargo, este arbol no es unico, Las 
lineas de trazo continuo se Hainan ramas del arbol y las de trazos, ramas de enlace. Cada una de las ramas 
de enlace forma una malla unica con las ramas del arbol. El numero de mallas necesario de un circuito 
es jgual al numero de ramas de enlace; en el ejemplo que consideramos, este numero es cuatro. 

Se llega al mismo resultado anterior haciendo unos cortes en las ramas del circuito de manera que 
cada uno de ellos abra una malla, Cuando no quede ninguna malla sin abrir, el numero de cortes efec- 
tuados es el numero de mallas independientes a considerar, 

Otro criterio consiste en contar el numero de ramas y el de nudos del circuito. El numero de mallas 

o lo que es igual, el de ecuaciones del sistema es: 


numero de ecuaciones = numero de ramas — (numero de nudos — 1) 


Por ejemplo, en el circuito de la Fig. 9-4 (a) hay siete ramas y cuatro nudos. El numero de mallas indepen¬ 
dientes es 7 - (4 - 1) = 4, como ya hemos visto. 


PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE tCUACIuNES DE MALLAS 

Las ecuaciones correspondientes a un circuito de tres mallas son, en notation general. 


Ziil, ± z 12 l 2 ± ZiJ a = Yi 

± Z21I1 + — Z23I3 — 

± Zsili — Z32I2 + Zaala — V3 


El coeficiente Z lt se llama impedancia propia de la malla uno y es la suma de todas las impedancias 
del lazo por las que circula la corriente de intensidad I t . Los coeficientes Z 12 y Z 33 son las impedancias 
de las mallas dos y tres T respectivamente. 

El coeficiente Z 12 se llama copedancia de las mallas uno y dos y es la suma de las impedancias co- 
munes a los dos lazos, uno y dos, por los que circulan las corrientes de intensidades I^e I 2 , respectiva¬ 
mente. Es evidente que Z 12 = Z 21 . Los coeficientes Z 13 = Z 3l , Z 23 - Z 32 son, analoga y respecti- 
vamente, las copedancias de las mallas uno y tres, y dos y tres. El signo de las copedancias e$ positivo 
0 negativo, segun que las dos corrientes de malla sean del mismo sentido o de sentidos conlrarios. 
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El termino independiente V, es la suma algebraica de las tensiones de las fuentes de la malla uno.. 
Cada tension de fuente se considera con un signo que es positivo si el sentido de la corriente que pro¬ 
duce, del polo negativo al positivo, coincide con el de ia corriente de malla, y negativo en caso contrario, 
Los terminos independientes V 2 y V 3 son las sumas algebraicas de las tensiones de las fuentes de las mallas 
dos y ires, respectivamente. 

Ejemplo 1. 

Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientcs de ma- 
IIa del circuito representado en La Figura 9-5. 

En el esquema del propio circuito se han senalado las 
corrientes de malla a considerar. Como en la malla uno no 
existen fuemes de tension, el termino independiente de la pri* 
mera ecuacion del sistema es cero 

I,(-j8) + (1,-13)10 + (Ii-IJfi = 0 

La fuente 5/30 c de la malla dos hace circular una corriente de 
sentido contrario a La ciclica de su malla, razon por la cual se 
ha de considerar con signo menos. 

hW + (I, - + (I* “ IJ1Q = -<5/30! ) 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la lercera malla se 
deduce 

I a (3 + #4) + (I a - I,)6 + (1* - h)B = “(10/21) 

Agrupaodo terminos resulta el sistema de ecuaciones siguien,te: 

(15-/8)!, - 10l a - 5I 3 = 0 

-101, + (18 + /4)I* - 8I& = -(6/30f) 

-61, - 8I a + {16 + /4)Ia = “(10/01) 

Comparemos este sistema de ecuaciones del circuito dado con el del circuito de tres mallas general. La im- 
pedancia de la malla uno es Z u = (5 + 10 - j%) = 15 - ;8. La copedancia de las mallas uno y dos es 
Z 12 = Z 31 = 10; ahora bien, como I 2 e I : son de sentido contrario circulando por la misma impedancia, Z 13 
lleva signo menos. Analogamente, la copedancia Z l3 = -5. Observese que Z ]2 = Z 13 = Z 3 , y Z i3 = Z 33 . 

La fuente de tension de la malla dos es 5 /30° y lleva un signo menos porque hace circular una corriente de 
sentido opuesto a la de malla correspondiente, como ya indicamos. Cada termino del sistema de ecuaciones ob- 
tenido tiene su imagen en ei sistema mas general. 




- hr nn—| 




—tMW " V AW- 


©I ^ 

I —www —" 


Fig. 9*5 


MATRICES 

Una matriz es una disposition ordenada de entes (numeros, funciones, etc.) en filas y columnas, 
encerrada entre corchetes, y que obedece a ciertas reglas o algebra. En la matriz 


A 


an Ci2 013 
021 as 2 0£3 


Urnl dm2 dm3 


am 

€Ltn 


Ojnii 


los numeros a i} se llaman elementos de la misma. Ei elemento a it pertenece a la fila i y a la columna/. 
Esta matriz consta de m filas y n columnas y, por ello, es de orden «m x n» y se Hama wmatriz A»> o 
umatriz A m x /j», o bien «matriz m x n 

La condition necesaria y suficiente para que dos matrices sean iguales es que tengan identicos sus 
elementos correspondientes; es decir, una matriz ha de ser copia exacta de la otra para que sean iguales. 
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SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES 

Dos matrices del mismo orden se pueden sumar o restar, es decir, son conformes respecto de la 
suma algebraica. 

La suma (resta) de dos matrices m x n, A = [ a y ] y B = [b tj ] es otra matriz C cuyos elementos 
son la suma (resta) de los correspondientes de A y B. Por.tanto, A ± B = [dy ± by]. 


Ejemplo 2. Si A = 


A + B - 


1 4 0 

2 7 3 


B = 


6 2 6 
0 1 1 


la suma 


1 + 5 

44-2 

0 + 6 


6 6 

6 

24-0 

74*1 

3 + 1 


2 8 

4 


y ta diferencia A — B = 


-4 2 -6 

2 6 2 


MTJLTIPLICACION DE MATRICES 

El producto AB , en este sentido, de una matriz A — \a iX a X i a x i ... de orden 1 x /w, 

"tn 
&21 
b«i 


por otra matriz £ — 


de orden rax 1, es otra matriz C de orden 1x1: 


C — [dll dl2 . t . dim] 


bu 

bn 

bm l 


= [flu&ll + dl2&2l + ’ * ' + dimbml] — 


2 

k = I 


Observese que cada elemento de la fila se ha multiplicado por el correspondiente de la columns, 
sumando a continuation los productos obtenidos. El producto de matrices se hace siempre multipli- 
cando filas por columnas. 


Ejemplo 3. [1 3 6] 


2 

4 

-2 


= [1(2) 4* 3(4) + 5(-2)] = [4] 


El producto AB, en este sentido, de una matriz A = [ a (J ] de orden m x $, por otra matriz B - [by] 
de orden jxn.es otra matriz C ~ [c,J de orden w x siendo 

Ci} = 2 dye bkj, i — 1,2,,. 4,m, J = 1,2,,.tt 
k=: 


Ejemplo 4. 


Ejemplo 5. 


Ejemplo 6. 


an a 12 
a 21 *22 
ojj a 32 


°11 

b 2 i b 22 


3 6-8 

2 16 
4-6 7 


h 

h 

L /s J 


anb n + a l2 ^21 a l k&12 + a l2&22 
a2itn + a 22 6 2 i 

+ a 32^21 a 3t&12 + a 32^22 


3/; + 5/j — 8/j 
2I X + l/ 2 + 6/, 
4/j - 6/ 2 + 7/ 3 


*6 -3" 

8 -2 

6 


6(8) + <-3)(7) 

6(—2) + (—3)(0) 

5(6) + (—3)(9) 

4 2 

7 0 

9 


4(8) + 2(7) 

4(—2) + 2(0) 

4(6) + 2(9) 


19 -10 3 
46 -8 42 
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Las matrices ameriores A y B se Hainan conformes respecto del producto, es decir, para que exista 
el producto AB es imprescindible que el numero de bias de B sea igual al de columnas de A. Por con- 
siguiente, si A es una matriz 3 x 2 y B es una matriz 2 x 5 existe el producto AB , pero no ex.ste BA. 
Analogamente, si D es una matriz 3 x 3 y E es 3 x 3 existen ambos productos. AB y BA. 


INVERSION 

En una ordenacion cualquiera de numcros naturales existe una inversion cuando un numero pre¬ 
cede a otro menor que el. ., _ 1 

Por ejernplo, en la ordenacion 132, cl 3 precede al 2; por tanto, existe una inversion. En 321 el 3 pre¬ 
cede al 2 y al 1, y el 2 precede al 1; hay, pues tres inversiones. En 4213. el 4 precede al 2, al 1 y al 3 y 
el 2 precede al 1; la ordenacion tiene 4 inversiones. En 3421, el 3 precede al 2 y al 1, el 4 precede al 2 y 
al 1 y el 2 precede al 1; la ordenacion tiene 5 inversiones. 


DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 


Consideremos unr* matriz cuadrada de orden n, 


an 

an 

Uja 

. . Um 

&21 

U22 

U23 

. . U2n 


Uni 

U«2 

U«3 

. . Unn 


y formemos todos los productos de la forma a u , a 2jl a 3Ji .. a, Jn , demaaera ^ ue 80,0 

un elemento de cada fila y otro de cada columna. Observese que el orden del primer sub.ndice es por 

convenienc.a, 1.2,...,/ razon por la cual el orden J,J 2 , del segundo submd.ee sera una de 

las n' permutaciones de los niimeros 1,2. n. Ademas, asoc.emos un signo, + o - , a cada producto, 

segun que el numero de inversiones de la permutacion de los segundos sub.ndices sea par o impar, res- 

PeCt En«tas condiciones, el determinante de una matriz cuadrada A de orden n, que se escribe \A\, es 
el polinomio que resulta al sumar los *! productos distintos, cada uno con su s.gno, que se pueden format 

con los elementos de A. . 

El determinante de una matriz cuadrada de orden n se llama determinante de orden n . 


Ejernplo 7, 


Ejernplo 8. 


*n 

*12 

= 

a U *42 ” *12*21 

*21 

®22 1 



*1* 

*12 

*13 


a 2l 

*22 

*23 

— a, 1 * 2 3 a 3 3 - ai 1*23*32 “ *12*21*33 

*31 

*32 

*33 

+ a 12 a 2 3*31 + *13*21*32 “ *13*22*31 


MENOR COMPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE UN ELEMENTO 

El menor complementary de un elemento a,, de un determinante de orden * es el d «ennina„,« 
de orden (n - 1), que se obtiene suprimiendo la fila v la columna a que pertenece dicho elemento. El 
menor complementary de un elemento a i; lo escribiremos en la forma 

El menor complementary con su s.gno, <-lV + '>/„[, se llama adjunto de a, y se escr.be A,, 
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Ejemplo 9. 

En cl determinante de tereer orden |Aj = 


l*«l = 


*n *ia *w 

»41 *22 *2* 

*ai *33 



*is 

y 

A JS = <-!)*♦• 

*11 

* 12 

_ I 

*12 

*ai 

*3& 



*11 

*32 

I *31 

*32 


DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA 

Et valor de un determinante \A j de orden n es la suma algebraica de los n productos que se obtienen 
multiplicando cada elemento de una Unea (fila o columna) cualquiera por su adjunto correspondiente. 


Es decir, 





du 

di2 

<Xl3 

|A| = 

&21 

an 

Ctaa 



&n 

a 3 3 

es el desarrollo de | A\ 

por 

los e 


= (liaAia -h &22&2Z + ttaaAsa 


— dl2 


On 

&23 

+ 0,22 

an 

Oil 

— Ctst 

On 

On 

^31 

CL33 


03 1 

Am 


Oil 

a%3 


Ejemplo 10, 


Ejemplo II- 


Ejemplo 12. 


4 7 
1 -6 

5 0 


- 3 


4 7 

1 —6 


- 5 


1 7 

2 -6 


+ 0 


1 4 

2 1 


= -5 


3{4(—6) - 7£1)> - &{1(—6) - 7(2)) + 0 = 

= -5{1(3) - 2(4)} = 25 


7 -2 
6 0 
2 *3 


= e 


4 '2 
8 ~3 


= 5{4(~3) - <-2)(8)} = 20 


PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

L Si un determinante tiene dos lineas iguales es nulo. Por ejemplo, 


18 1 
-4 2 -4 

6 16 


0 


2 . 


Multiplicando los elementos de una linea por un numero A:, el determinante 
por k , Por ejemplo, 



3-4 2 


6-8 4 


2 

-15 0 


-15 0 



2 6 7 


2 6 7 



queda multiplicado 

4 

0 

14 


3. Permutando dos Imeas de un determinante, este cambia de signo. Por ejemplo, 


1 

4 

7 


4 

1 

7 


3 

-6 

9 

-2 

& 

8 

= — 

6 

-2 

8 

= - 

“2 

5 

8 

3 

“6 

9 


-6 

3 

9 


1 

4 

7 
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4. Si cada elemento de una linea es suma de dos o mas numeros, el determinante se puede expresar 
mediante la suma de dos u mas determinates. Por ejempio. 


3 

-7 

5 


3 

-“9 4* 2 

5 


3 

-9 

5 


3 

2 

5 

2 

4 

—5 

= 

2 

4 + 0 

-5 

= 

2 

4 


'4* 

2 

0 

—5 

1 

6 

8 


1 

8-2 

8 


1 

3 

8 


X 

-2 

3 


5. Si a los elementos de una linea se le anaden los de otra multiplicados por una constante fa el 
valor del determinants no varia. Por ejempSo* 


1 

9 

-3 


1 

9 + 3{—3) 

-3 


1 

0 

-3 

4 

6 

-2 

- 

4 

6 + 3(—2} 

-2 

- 

4 

0 

~2 

-3 

1 

5 


-3 

1 + 3(5) 

5 


-3 

16 

5 


SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES: 
REGLA DE CRAMER 

El sistema de tres eeuaciones lineales con ires incognitas x t> x 2 > 


OnXi 4- CL 12 X 2 4- OiaXa — fa 

OilXl + C22X2 + 9 = fa 

OsiXi 4- 032 X 3 + 033 X 3 — fa 

se puede escribir en la forma matricia] 


an 012 aia 




~ kt~ 

a 21 &22 0*3 


$1 


kt 

<Xai 0 3 2 0-33 


$5 

1— _J 


fa 


Si multiplicamos cada elemento de la primera columna por x l5 el valor numerico del determinante 
de los coeficientes A a queda multiplicado por dicho x x (Propiedad 2). 


an 

dll 

Ois 



auXi 

a 12 

Oi 3 

aai 

aaa 

a as 

y 

Xi A« = 

anXi 

022 

02» 

as 1 

032 

a S3 



aztxi 

as 2 

ass 


Sumemos a cada elemento de la primera columna el elemento correspondiente de la segunda mul 
tiplicado por x 2 , y el de la tercera multiplicado por x 3 (Propiedad 5). Entonces, 


(an&l "1" 0-12332 "h 013333) 

Ol 2 - 

flu 


k t 

Ol 2 

Olfl 

(a^Xi 4 022X2 + 023X3) 

022 

023 

= 

kz 

ati 

0Z3 

(asiXi 4 - 032X3 f 033X3) 

03J1 

asa 


fas 

032 

O33 


kt 

Ol 2 

ais 






kt 

022 

023 






k, 

a sb 

033 





Xi = 









siempre que *= 0. Analogamenie. 
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an 

ki 

013 


&u 

0i£ 

ki 


hz 

a$3 


021 


hi 

0ai 

kz 

a&& 


031 

03 2 

ft. 


Este metodo de resolution se llama regia de Cramer y se puede aplicar a cualquier sistema de n ecua¬ 
ciones Iineales con n incognitas siempre que el determinants de los coeficientes sea distinto de cero. 


APLICACION DEL ALGEBRA MATRIOAL AL ANAUSIS DE CIRCUITOS 

El sistema de ecuaciones de un circuito de tres mallas 

Znli :t Z12I2 — Z13I3 = Vi 

±ZziIi + Zaala — Z23I3 — V2 

±Z 31 l! ± Zttl. + Zuh = v a 

se puede escribir en la forma matriciai 


Zn ~ZlJ ±Zl3 


r It 

. 

~vr 

“Z 21 Z 22 ±Z*3 


h 


V, 

Z 31 — Z 3 2 Z 3 3_ 


l K 


_v 3 _ 


[Z][I] = (V] 

que constituye la expresion matriciai de la ley de Ohm, siendo [Z] la matriz de impedancias, [I] la matriz 
de intensidades de corriente y [V] la matriz de tensiones. 

Las corrientes de malla I lt I 2 e I 3 vienen dadas por el cociente de dos determinantes: 


V, 

±z„ 

±Zi 3 


Zn 

v, 

±Zi, 


Zn 

—Zl 2 

V, 

V, 

Zu 

— Z23 


±Zat 

V. 

—Z23 


±Z»i 

Z 22 

Vi 

V, 

±Zs 2 

Z33 


—Z31 

V, 

Z33 


±Z» 

±Z 33 

V, 


Si se desarrollan los determinantes de los numeradores por los elementos de la columna de tensiones, 
resiilta el conjunto de ecuaciones siguiente: 


(x ) + v ’(x) + Hx) 

(1) 

(x ) + Hx ) + y ix) 

(g) 

(x) + y ix) + y ix) 

(*) 


Los segundos miembros de (7), (2) y (J) son las componentes fasoriales de las distintas fuentes 
de tension. Esto es, en la Ecuacidn (7), la intensidad de corriente ^ consta de tres terminos: V^Aj t/A,) 
debido a la fuente V lf V 2 (A 21 /AJ debido a la fuente V 2 y V 3 (A 31 /A*) debido a la fuente V 3 , 


IMPEDANCIA DE ENTRADA 

Constderemos un circuito de elementos pasivos con dos terminates, como indica la Fig. 9-6. Sea 
Ij la intensidad de la corriente que resulta al aplicar una tensidn V P Como no existen otras fuentes en 
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el circuito, la ecuacion de Ja corriente de malla l x es 

'■ = v <£) + <°>(S + <»>(£) + 



La impedancia de entrada es la relation emre la tension aplicada V x y la intensidad de corriente I t 
a que da lugar Es decir, 


^emradi 1 “ Vj/Ij — A z /A11 


La impedancta de entrada de un circuito con elementos 
actives se define como la impedancia que presents en $us 
terminals de entrada cuando todas sus fuerues de tension 
estdn cenocircuitadas comervando , eso sw propia impedan¬ 
cia interna . Por consiguieme, la relation ^Mn represents la 
impedancia de entrada tanto de un circuito activo como de 
uno pa si vo. 


Vi 



Circuito pasivo 
dt varias malias 


Fig. 9-fi 


IMPEDANCIA DE TRANSFERENCIA 

Una fuente de tension en una malla de un circuito 
produce una corriente en cada una de las otras malias 
del mismo. La impedancia de transferencia es la relation 
entre la tension aplicada en una malla y la intensidad de 
ja corriente que resulta en otra malla, anulando el resto 
de las fuentes. 

Consideremos el circuito de la Fig. 9-7 con una 
fuente de tension V r en la malla r y la intensidad I, de Ja 
corriente a que da lugar en la malla s. Entonces, 



Fig. 9*7 


I 



con lo que 


Z transferencia rs — Vr/I* — Ad An 


El doble subindice rs de esta impedancia indica el sentido de la accidn, es decir, la fuente est£ en la 
malla r y la intensidad a considerar es la que aparece en la malla s. El determinante del denominador 
es el adjunto del elemento que ocupa el lugar rs„ Ars, con los mismos subindices que la impedancia de 
transferencia. 


Problemas resueltos 


9-1 Dad a la eleccion de corrientcs de malla de la Fig. 9-8 escribir el sistema de ecuaciones correspon 
diente y expresarlo en forma matricial. 


Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las malias, 


M 2-32) + (I, — I a )Ci6) + (It — I 3 )S = 10/0? 

I 2 (10) + (I,-Ia)(2-f2) + (It-IJUB) = -(5/301) 

1,(10) + (I,-Ii)(6) + (I,-I 2 )(2-;2) = —(10/90?) 


Agnjpando tenninos semejantes, 

(7+18)1! - . US)!, - (6)1, 

—(jB)Ii + (12 + ;3}I, - (2 — j2)I, 
—(6)11 - (2-72)1, + (17 — ;'2)I, 


10 / 0 ? 
-(S/30? ) 
-( 10 / 00 ?) 
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quc sc puede expresar en la forma matriciat 


7 -f / 3 

-ye 

-e 

h 


10 / 0 ° 

-ye 

12 + i 3 

H 2 -J 2 ) 

h 

= 

—( 5 / 30 ° ) 

-5 

-( 2 -y 2 ) 

17 “ j 2 

_h_ 


-( 10 / 90 °) 




9-2 Escribir directamente el sistema de ecuacion?s en las corrientes de malla del circuito de la Fig. 9-9 
y expresarlo en forma matricial. 

Los elementos de la matriz de impedancias se deducen de sus definiciones. El elemento Z n es la impedan- 
cia propia de la malla uno y es igual a la suma de todas las impedancias de dicha malla, (/f x + R x + J(oL x + Z r ). 
El elemento Z l2 es la copedancia o impedancia comtin a las mallas uno y dos y es igual a con signo posi- 
tivo, ya que las dos corrientes circulan en el mismo sentido. La matriz de intensidades de corriente consta de 
los elementos I t , I 2 e L. La matriz de tensiones esti formada por las correspondientes a las fuentes en cada una 
de las mallas. Por consiguiente, el sistema de ecuaciones en forma matricia) es 


(ffij + R r + juL x + Z 0 ) 


-*i 




z. 

{J? 2 + J?3 + }uL 3 + Z e ) 

ft. 


= 

v . 



+ ft. + Z D )^ 





9-3 


Hallar la potencia suministrada por el generador de ten- 
si6n del circuito de la Fig. 9-10. Calcular, asimismo, las 
potencias disipadas en las resistencias. 


Etijamos las mallas de manera que por el generador circu- , 
le una sola corriente. En estas condiciones, 


'io - ;5 

J6 

i, 


"60/0f" 

ye 

3 - jl_ 

h. 


0 


de donde 

h 


50/0° 

0 3 - j'l 


10 - ;6 j5 

ye 3 - yi 


150 - j '50 
50 - ;25 


2,83 /8,14° 


io 



3 

j* 


10 — #5 50/0f 

j '5 0 

" A, 


~ J ' 2 . 5 iL z= 4 1 47 /- 63 J 4 ° 
50 - ;25 1 - 


La potencia suministrada por la fuenie es P = VI cos 9 = 50(2,83) cos (8,14°) = 140 W. La potencia di- 
sipada en la resistencia de 10 fl es P 10 = 10^ f = 10(2,83} 3 = 80 W t y la potencia disipada en la resistencia 
de 3 fl es - 3(/ 2 ) 2 = 60 W; la suma de ambas, 80 + 60 = 140 W, es igual a la potencia suministrada por 
la fuente. 
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<M En el mismo circuito del Probiema 9-3 se eligen las mallas 
como se indica en la Fig, 9-11. Hallar la potencia suminis- 
trada por el generador. 

El sistema de ecuaciones de malla, en forma matricial, es 
fi 


9-5 


10 - >5 
10 

De aqui resuha: 


10 

13 + >4 


Ii - 


50/0^ 
50^ 

50/0_° 10 
50/0° 13 + >4 



u - 



160 + >200 
50 - >25 


- 4.47 /70,7° 


^J g5Q - = 4,47/“63 J 4° 

50 - >26 *- 


Por la rama que contiene la fuente circulan dichas dos corrienies. Por tanto, 

, . t - f 150 + = 2.83/+84 4° 

U T h “ y 60 — >26 / + V 50 ^J 26 / 1 -— 

con lo que la potencia de la fuente es P - Vi cos 0 = 50(2,83} cos S,14 3 = 140 W, 


En cl circuito de la Fig, 9-12 se dan las tensiones 
compuestas, o entre lineas, de las tres fases de una 
red, Hallar las intensidades de corriente l B e I c . 

Con las mallas elegidas las corrientes son indepen- 
dientes, Esto se pone de manifesto en el sisiema de ecua- 
ciones escrito en forma matricial 


~10/30° 

0 

0 

10/30° 

0 

0 

i»" 

h 

= ' 

~220/120° 

220/0° 

0 

0 

10/30° 

J 1 - 


220/240° 



de donde se obtienen las intensidades 
220 / 120 ° 

h - = 22/90_°, 


10/30° 


1* - 


220 / 0 ° 


- 22 /— 30 ° . 


10/30° 

Por tanto, I A - h ' h = (22/901-82/812!) 

I B = 1 2 - \ t = (22 /—30° - 22/90^ ) 
\ c - I a - I 2 = (22 /210° - 22 /—30 

9-6 En el circuito de cuatro mallas representado en 
la Fig. 9-13 se eligen las mallas que aparecen en 
el esquema. Se ajusta la resistencia R y la capacidad 
de los dos condensadores iguales, C, de forma que 
la intensidad de corriente que circule por Z D sea 
cero. En estas condiciones, expresar los valores de 
R x y L x en funaon de R, C y de la puisacion del 
generador to en radianes por segundo, 

El sistema de eeuaciones de malla, escrito en forma 
matricial, es 


220/240° 
h = To/30^ 

= 33.1/60° 

- 38.1 /-60° 

- 38,1/180° 


= 22 / 210 ° 



Fig. 943 
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(«' + 73c + z 0 ~(i) 

-(/3c) ( fl + /3c + 73c) 0 


0 


-(A) 

- (/3c) ~ UuLi) (/3c + iuL ‘ + z °) 


(Rx + —(jwl/j) 


Expresando la corriente I* que ctrcula por Z* en forma de determinate e igualando a cere. 


u = 


+ A + V 

~ (juc) 



-(A) 

( s + /3c + J3c) 

0 

0 


0 

+ j«Ii J 

0 

0 

-(A) 


0 


= o 


a* 


Desarrollando el numerador por los eiemento's de ia cuarta column* resulta 

-(/3c) (* + /3<f + 73c) 0 


“V. 


-R x 0 

0 “(sc) 

Como este determinate debe ser cero, 


[R x + j»L K ) 

—(juL,) 


5 = 0 


- JF?*)(ie + 1 /jwC + 1/jwC)(-j«L x ) - (-I/jmCK-I/jwCKB* 4- ;«£*) - 0 

de dondc = l/u a C^ y !*$ — l/2u*C 

9*7 En el circuito de la Fig. 9-14 hallar los valores de las 
intensidades l Ai e I c . 

Se eligen las dos mallas que se indican en el esquema, El 
sistema de ecuaciones correspondiente, escrito en forma matri- 
cial, es 


‘{3 - it) 

w 


220/120°' 

6 — ;8 

W 


220/0.° 


de donde 


= 



220 / 120 ° 

220/0? ft - j8 


h = 


ft-jft “(3-J4) 
—<3 — i4) 6-jS 

6 “ ;8 220 / 120 ° 

*-{8 — j 4 ) 220/01 


_ 2200/66^ + 1100^53^ 1906/3M_° _ 

IPO /—106.2 9 - 25 /—106.2° ~ 7S /-106.2 0 * L — t - 


2200/—53.1 0 + 1100 /66,8° _ 1906/-23^2.° „ JJMe 

- w-ioggs w/-lftML a - * M *»- 


con lo que las intensidades de corriente por cada linea son \ A = I, = 25.4/J43JJ. I„ - h ~ h - (25,4/83. 
25.4 /143.1 5 ) = 25.4/23J. 0 e V = -I, - 25 4'-97° 
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Hallar la impedancia de entrada, vista desde la fuen- 
te de 50 voltios, del circuito de la Fig. 9-15 apiicando 
el calculo matricial. Obtener, con esta impedancia, 
la intensidad de corriente I x . 

La impedancia de entrada de la malla uno es 


Z 


enirada 1 


^11 


11 -5 0 

-5 27 -4 
0-4 8 

27 -4 
-4 8 


2000 

200 


10 



For tanto, I y = iyZ taUodal = 50/10 = 5 A. 


9-9 


En el circuito de la Fig, 9-15 hallar la intensidad de la cornente de malla / 3 
cia de transference correspondiente. 


mediante la impedan- 


La fueme se encuentra en la maila uno y la 
impedanda de transferenda que se necestta es 


corrierue / 3 es la que circula por la malla tres. Por tanto, la 


Z 


Iranifcftncii 


Ji 




2000 

J -5 27 

I 0 ” 4 


con lo que / 3 - F,/Z tI1Mfmneil n = 50/100 = 0,5 A. 


2000 

20 


100 


9-10 En el circuito de la Fig. 9-15 hallar la intensidad de la corriente de malla I 2 mediante la impedan- 
cia de transference correspondiente, 

Como la fueme esta en la malla uno y la corriente es la que circula por la malla dos, la impedanda de 
transferencia que se necesita es 


Z Lr 


ansftrerKia 12 


A* 


*12 


2000 



2000 

40 


50 


con la que I 2 = Vt/Z inaMtttwiuil = 50/50 = 1 A, 

9*11 Hallar las tensiones V AB y V BC en el circuito de la 
Figura 9-16. 

El sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma 
mairicial, es 


3 -f j 1 4 

“A o' 

v 


100 / 45 °" 

_ —;10 

0 



0 


de donde 



100/45° —j" 10 

0 0 

h -- 

3 + j 14 -;10 

—>10 0 



3 -1 ;14 100/45° 

-J'10 0 


1000^135^ 
100 “ 


Por tamo. V A , = 1,(3 +/4) = 0 y V BC = I,(-/JO) = 10 /135” (10/-90° ) = 100/45°. La suma (V^ fl + 
V BC J — 100 45~ . que es e] valor del fasor de tension aplicado. 
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9-12 En el circuito de la Fig. 9-17 obtener las tres 
componentes del triingulo de potencia correspon- 
diente a la fuente 10 /30° voltios. 

Etigiendo las mallas que se indican en el esquema, 
por la ram a que contiene el generador solo circula la 
corriente Como no existe mis que un generador en 
el circuito, se puede emplear la impedancia de entrada 
para el caiculo de 

‘ 8 - j2 -3 0 

-3 8 + j"5 -6 

0 -5 7 - i2 





in 


8 + j‘5 -5 

-5 7 - j2 


315/16,2° 

45,1 /24,9° 


= 6.98 /—8,7° 


con lo que 


I, * =00/30! y(6,98 /-8 ,7_° ) = 1.43/38J! 


La potencia suministrada por la fuente es P = V\I\ cos 6 — 10(1,43) cos 8,7* — 14,1 W, La potencia 
reacliva es Q = JV t sen 8,7° = 2,16 VAR en adelanto. La potencia aparente es S = = 14,3 VA. 

9-13 En el circuito de la Fig. 9-17 hallar las intensidades de corriente I 2 e I 3 mediante las impedan- 
cias de transference. 

Como el generador esta en la malla uno y la corriente pedida circuta por la malla dos hay que calcuiar la 
impedancia Z trinifs „ ntll u , 

A, 315/16,2° = 315/16,2° 

Ztuiufcrcfltii I 2 “ “ 21.8 /—16° 


c-l) 


-3 ”5 

0 7 - J2 


14.45 /32,2° 


Portanto, I 2 = V,/Z. rcrc[)c „ 12 = (10/30.° )/{14,45/32,21) = 0,693/^ 

Analogamente. 

Z|ntnftftnciR 11 ” 


i,. 


315 /16,2° 


315/16,2° 


-3 8 + j5 
0 -5 


15 


= 21 /16,2° 


con lo que 


I. = V t /Z ( 


'luntrcrcntli I 3 


= (10/30 1/(21/16.2 ) = 0.476/13JT 


9-14 


9-15 


En el circuito de la Fig. 9-17 hallar ia potencia disipada en las resistencias y compararla con la 
potencia suministrada por el generador, 

En los Problemas 9-12 y 9-13 se han obtenido: i t = 1,43 /38,7° , l 2 = 0,693 /^2,2° , I 3 = 0,476/13,8 . 

La potencia disipada en la resistencia de 5 fl es P = 5(h) 2 - 5(1,43)* = 10,2 W. Por la resistencia de 
3 n circulan dos corrientes de malta cuya diferencia es la corriente por la rama - l 2 ) = (1,115 + /0,895) 
- (0,693 -70,027) = 0,422 + 70,922 = 1,01 /65,4° ; por tamo, P - 3(l,0i) 2 = 3,06 W. Analogamente, la 
corriente que circula por la rama que contiene la resistencia de 5 O es (I 2 — Ij) = (0,693 - y0,027) - (0,462 
+ yo, 113) = (0,231 — 70,140) = 0.271 /—31,2° , con lo que la potencia es P - 5(0,271 > a = 0,367 W. La po¬ 

tencia en La resistencia de 2 fl es P = 2(/ 3 ) 2 m 2(0,476) 2 = 0,453 W. 

La potencia total disipada en las resistencias del circuito es P T = 10,2 + 3,06 + 0,367 + 0,453 = 14,1 W 
que coincide, precisamente, con la potencia activa de! Probiema 9-12. 

En cl circuito de la Fig. 9-18 el generador produce una caida de tensidn V 0 voltios en la im¬ 

pedancia 2 - 72 ohmios. Hallar el valor Vj del generador que produzcaunacatdaVo = 5/0° voltios. 


Con la tensi6n dada V 0 la corriente de malla es I 3 - 
como cociente de determinantes es 


5/01 


V 0 


2 - jl 2./ T/—45° 


- - 1,7 6/45 c A. Su expresion 
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I* = 


8 /2 

l 

< 

-3 

8 -3- i6 0 

0 

”5 0 

8 - j'2 

-3 0 

-3 

8 + jS -6 

0 

-6 7 - j'2 




—s e + ;6 

0 -6 


315 /16,2° 


= Vj (0,0476 /— 16,2 ) 


Por tamo, 


Vi = 


1,76/45° 


0,0476. - 16,2" 




Fig. 9-19 


Fig MS 

9-16 A1 conectar una impedancia de carga grande en el circuito de la Fig. 9-19 la tension de salida V 0 
corresponde a la caida de tension en la impedancia 5 - jS ohmios. Obtener la funcion de trans¬ 
ference de tension V 0 /'V i del circuito dado, 

El sistema de ecuaciones de las dos mallas eiegidas, escrito en forma matricial, es 


6 

“(E + ,j'B) 

h 


v; 


10 





La tension de salida V 0 es 
V 0 =7 I 2 {Ej — ?6) - 


5 Vj 

~(6 + j'5) 0 


con lo que 


V, 


& ~{& + j5) 

H 6 + J5) 10 

60 


(5-j5)(5 + j5)Vi 
(60 - i60) 


& 0 V< 


50\Z2" /-45 ft 


50V2 /—45 ° 


- 0,707/45° 


9-17 El circuito de la Fig, 9-20 contiene dos genera 
dores de tension. Flallar la intensidad de ccrrien- 
te que circula por la impedancia 2 + j3 ohmios 
debida a cada una de las fuentes. 

Se eligen las mailas de forma que la corriente que 
eircule por la irnpedanda en cues t ion sea, directamente, 
la corriente de malla &2- El sistema de ecuacioncs del cir¬ 
cuito, escrito fm forma matricial, es 


"5 4 ;E -76 0 



30/0? 

— ;6 S -r j '8 -6 

h 


0 

0 “-6 10 ^ 



- 20 / 0 ^ 



El deierminante de impedancias 


& + j5 ® 

~j 6 8 + jB -6 

0 -6 10 


70 + j620 = 624 /83,66° . 
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Desarrollando el determinante del numerador de I 2 por los elementos de La segunda columna resulta 
5 + j& 30/Df 0 


Ii = 


-;6 0 -6 

0 -20/0^ 10 


= 30^0_° (-) \ 


“?6 -6 
0 10 


A, 


+ 0 + (- 20 / 0 °)(-) 


5 +j6 0 
—16 -6 


/ 50/—60° \ /42.4/-lS5°\ 

= - 30 ^-°(5afep) + + 


La corriente que origina Ja fuente V x por la impedancia 2 + >3 es 2,41 /6,45* y la que origina V 2 es 1,36/141,45°. 
La suma de estas dos intensidades es et valor de la corriente I 2 , es decir, Ij = 2,4]/6,45* + 1,36/141,45° = 
1.74 /40,r A. 

9-18 En el circuito de la Fig. 9-20 hallar (a) la potencia suministrada por cada generador y (b) la po- 
tencia disipada en las resistencias, 

(a) La corriente que circula por la rama que contiene al generador Vi es 


h 


30/Qf —;5 0 

0 8 + /8 -0 
-20/0^ -6 10 

£ 


2240/53.8° 

624 /83,55° 


3.58 /—29.75° 


La potencia que suministra la fuente es P j = cos 8 = 30(3,59) cos 29,75* = 93,5 W. 


La intensidad de la corriente que circula por la rama que contiene V 2 es 


Ii 


5 + ;5 —/5 30/0^ 

—j6 8 + j‘8 0 

0 -6 “20/0f 

-- 


860 /-125,6° 
624 /83,55° 


1.8B /-miS° 


Observese que V 3 e I 3 tienen sentidos opuestos. La potencia suministrada por V 2 es P 2 = K 2 (/ 3 ) cos 6 = 
(-H20KU8) cos -209,15° = 24,1 W. 


La potencia total es P T = + P 2 = 93,5 + 24,1 = 117,6 W, 

(i) La potencia disipada en la resistencia de 5 ft es P$ = 5 (/ i ) 2 = 5 ( 3 , 59) 1 = 64,5 W. En la resistencia de 

2 O, P 2 = 2(/ 2 ) 2 = 2 ( 1 , 74) 2 ~ 6,05 W. La corriente que circula por la rama que contiene la resistencia 
de 6 ft es (I 2 - I 3 ) = ( 1,33 + > 1 , 12 ) - (- 1,205 -r > 0 , 672 ) = 2,535 +> 0,45 = 2 , 57 / 10 , 3 °; por tanto, 
P 6 = 6 ( 2 , 57) 2 = 39,6 W. En la resistencia de 4 ft, = 4(/ 3 ) 2 ^ 4 ( 1,38 ) a *= 7,61 W. 

La potencia total es P T = 64,5 + 6 } 05 + 39,6 t 7,61 = 117,7f> W. 


9-19 El circuito de la Fig. 9-21 tiene dos generadores de tensidn, V! y V 2 . Siendo V y = 30/0° voltios, 
hallar V 2 para que la intensidad de corriente por la impedancia 2 + >3 ohmios sea nula, 

Con las mallas elegidas, por la impedancia 2 + >3 circulara una sola corriente, El sistema de ecuaciones 
correspondieme, escrito en forma matridal, es 
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Desarrollando —30/0° 


[CAP. 9 


—; 5 6 
0 10 


- V 2 


5 + ;5 0 
-;6 6 


“ 0 


con lo quc 


-30/0° (50 /—90° ) - V 2 (6)(5\/2^45?) = 0 


„ —30/0° (50 /—90° ) 

V 2 = - —- — = 35.4/45° 


6(5V2 /46°) 


Oiro mitodo. Si no circula corriente por la impedancta 2 + fi, I 2 = 0, y las caidas de tension en la reac- 
tancia jS y en la resislencia de 6 O deben ser iguales, es decir, 

Ii(/5) = 1,(6) 

Sustiluyendo I, = 30/0° / (6 + ;51 e I 3 — V 2 /10, 

30/0° V. 30/90° /if)\ 

^=(;6)= i i(6) dedonde V ‘ = ^ (Vj = 35 * 4 ^ 

9-20 En el circuito.de la Fig. 9-21 la tension en bornes del generador es \ 2 = 20/0! voltios. Hallar el 
valor de la fuente de tensidn V { para que la corriente que circule por la rama que contiene V 2 sea nula. 

Mediantc las mallas elcgidas en el Problema 9-19 podemos escribir la expresion de l 3 e igualarla a ccro: 

5 + ;5 -;5 V, 

->5 8 + j*8 0 

0 6 20 / 0 ! 




= 0 


Desarrollando 


con lo que 


—j 5 8 + ;8 
0 6 


+ 20 / 0 ! 


5 + ;5 -;5 

—j’5 8 + j'8 


- 0 


V, (30 /—90° ) + 20/0! < 25 + >80) = 0 

v _ *“20/0!(25 + >80) _ CCD/ 

m - -oTr r r, s zo- - 65 < 8 /~i 7 / 4 


30/—90° 


Problemas propuestos 

9-21 Determinar el numero de mallas necesarias para poder resolver cada uno de los circuitos de la Fig. 9-22 (a-f). 
Emplcar diferentes metodos para cada uno dc ellos. 

Sol. (a) 5, ib) 4, (c) 3, [d) 4, {e) 4, (/) 5. 





Fig. 9-22 
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i 





9-22 En el circuito de la Fig. 9-23 hallar la intensidad de la corriente que circula por la resistencia de 3 ohmios, El 
sentido positive de la corriente es el que se indica en el esquema. SoL 4,47 /-63,4 n A. 




9-23 En el circuito de la Fig, 9-24 hallar las intensidades de corriente I s e t c . 
Sol. l A = 12,1/46,4° A; l B = 19,l /-47,l c A; l c = 22,1 /166,4° A. 


9-24 En el circuito de la Fig. 9-25 hallar las intensidades l A > Jj, e I c , SoL 26 /45° A; 26 /—75° A; 26 /—195^ A. 


9-25 En el circuito de la Fig. 9-26 hallar la tension \ AB por el metodo de las corrientes de malla. 

Sol. V AB - 75,4/55,2° V, 

9-26 En el circuito de la Fig. 9-27 hallar la tension eficaz de la fuenle V para que la potencia disipada en la resis- 
tencia de 5 ohmios sea 100 vatios. Sol. 40,3 V, 


9-27 Elegir unas mallas en el circuito de la Fig. 9-28 y hallar el valor del determinante de impedancias A f , Elegir otras 
mallas y calcular de nuevo A t . SoL 61 — j\5. 


V 
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ANALISIS DE UN CiftCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA 


[CAP. 9 


9-28 


En e! Cireuito de la Fig. 9-28, V, = V, = 50/02 voltios. Haliar, la potencia summistrada por cada 
Repour el problems cambiando el scnlido de Sa fuente V 2 
Sot. 191 W; P 2 = 77,1 W; P 1 ~ 327 W; P 2 « 214 W. 


generador. 


9-29 


9-30 


En el cireuito de dos mallas de la Fig- 9-29 haliar la potencia suministrada por el gcnerador, asi como la poten¬ 
cy distpada en cada una de las resisteneias del mismo. 

Sot. P = 36,7 W; P x = 2,22 W; P 2 m 27,8 W; - 6,66 W. 




Fig:. 9-30 


En el cireuito de la Fig. 9-30 Jos generadores V 4 y V 3 son 10 /90° voltios y suministran una intensidad con el 
sentido que se indiea en el esquema. Haliar la potencia que suminisira cada generador 
Sol. P, - 11,0 W; P a - 9,34 W. 


9-31 En el cireuito de la Fig. 9-31 haliar la mlensidad dc corriente que circula por la impedancia 3 + J4 ohmios. 
Sal. 0. 


9-32 




R* 


El cireuito de la Fig. 9-32 represents el puente de Hay. Elegir las mallas y escribir el sistema de ecuaciones en 
forma matricial. Expresar entonces la corriente que circula por 7< D en forma de determinant® e igualarla a cero, 
Haliar los valores de R x y L x en funcidn de las otras consumes del puente. 


Sol. 


R _ *<?&&& 

* 1 4- MA) 2 ’ 


L s = 


CiR 2 Ri 


1 + (ttJRjCj)* 

9-33 El cireuito de la Fig. 9-33 represents el puente de Owen. Haliar los valores de R x y L, en funcidn de las otras 

Q 

constants del puente cuando la corriente que circula por Z 0 sea nu!a. Sal. R x = ^rR It L % = 

c 4 

9-34 El cireuito de la Fig. 9-34 es un puente de medida del coefkiente de autoinduccion de una bobina. Elegir las ma- 
llas y escribir el sistema de ecuaciones en forma matricial. Haliar los valores de R x y L x cuando la corriente que 
circula por Z 0 sea cero, 

R 2 


Rn ft.} 

if//. R r ~ [ Jx sr 


R k 
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CAP. 9] ANAUSIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA 
9-35 Hallar la funcihn de transferencia de tensidn V l) /V l en el circuito de la Figura 9-35. Sol. { 




Pig. 9-36 


9-39 Hallar la funcidn de transferencia de tension V 0 /\' t en el circuilo de la Figura 9-36. Sol. QJ 59 /—61,4°. 

,vl t “* 1 C1 CirelJ i (o ue 1 a rig. 9-37 hallar el valor de V 0 con el sentido de polarizacion que se indica 
Sol. 1.56/128,7° V. 



9-38 En el circuito de la Fig, 9-38 hallar la potcncia disipada 
en cada una de las ires resistencias. 

Sol, 471 W; 47,t W; 471 W. 

9-39 En el circuito de la Fig. 9-38 hallar la potencia suminis- 
trada por cada uno de los generadores, 

Sol, P { = 422 W \ P 2 = 565 W. 

9^40 En el circuito de la Fig. 9-39 hallar la intensidad de la 
corriente de malla I 3 con la eleccjon de las mallas consi- 
derada. Sol. 1,38/ -209,]5° A. 



Fig. 9-39 


9-41 Hallar la intensidad de corrieme I 3 en el circuito de la Figura 9-40. Sol. 11,6/1 13,2° A. 

9-42 En el circuito de la Fig. 9-40 hallar la relacion de intensidades l,/l 3 . SoL -/3,3. 


9-43 En el circuito de Ja Fig, 9-41, con las ires corrientes de malla que se indican. hallar las impedancias Z [ran , t{ , r(1 ^ ifl \ * 
y ^<rin.ferc^ii 3 ^ Sol. 4,3/ -68,2° para los dos. 
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ANALIS1S DE LN C 1 RCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA [CAP. 9 


9-44 


9-45 


En el circuiLo de la Fig 9-42. v con las mallas quc se indican, hallar las impedancias Z fn ir*da Z lrftn afcr<ncia 12 y 

z ir „, l3 - 50/ 2017.4/-71A!; 6 . 82^21 




En la Fig. 9-43 sc anade el gcncrador V 3 al circuilo de la Fig. 9-42. Hallar el valor de V 3 de manera que la co- 
rricnte de malla \ { sea ccro. Sol. 16,8 /133,2° V. 


^ En la Fig. 9-44 sc anade el generador V 2 al circuilo de la Fig. 9-42. Hallar el valor dc V 2 de manera que la co- 
rrienie de malla Ij sea nuta. Sol. 42,9^_144 1 5__V. 




Fig. 9-45 


9-47 En e! circuilo dc la Fig. 9-45 hallar el valor de V 2 de ma¬ 
nera que la intensidad de la corrienie que circule por la re- 
sislcncia de 4 ohmios sea nula. Sol. 26,3^ 113,2 _. 

9-48 En el circuilo de la Fig. 945 hallar las lensioncs \ Ai) y V Bi) 
sabiendo que la lension en homes del generador cs V 2 = 
26.3 /113,2° voltios. 

So/.~V^T= = 18.5/Mj: V - 

949 Hallar la impcdancia Z IIin5fcreftC u u con cleccion de ma¬ 
llas que se indica en la Ftg. 946. Calcular el valor de l 3 
medianle esta impcdancia de transference. 

Sol. 12.8 /—38,7° ; 0.782/38 J\ 



9-50 

9-51 


En el circuilo de la Fig. 9-47 calcular el valor de la tension en bornes del generador V, para que la intensidad 
de corriente que circule por el sea nula Sol. V 2 = 4,/18<F V. 


Hallar el valor de tension cn bornes del generador V, 
en la rcsislencia de 5 ohmios igual a 20 voltios. 



de la Fig. 9-48 que produce una caida de tension eficaz 
Sol. 69.1 V. 



Fig. 9-48 
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Capitulo 10 


Analisis de un circuito por el metodo 
de las tensiones en Sos nudos 


INTRODUCCION 

Mediante la eleccion de lazos cerrados o mallas y la apiieacion de la segunda ley de KirchhofT, se 
ha establecido en el Capitulo 9 ei mttodo de las corrientes de malla para la soludon de los probleraas 
de circuitos. En este capitulo se llega a la misma solutidn planteando un sistema de ecuaciones deter- 
minado por la apiieacion de. la primera ley de KirchhofT. Este metodo se llama metodo de las tensiones 
en ios nudos , 

TENSIONES EN LOS NUDOS 

Un nudo es un punto de un circuito comun a dos o mas elementos del mismo. Si en un nudo se unen 
tr€ . s o mas elementos , tal nudo se llama nudo principal o conjuncion . A cada nudo del circuito se le puede 
asignar un numero o una letra. En la Fig. 10*! son nudos A, B, 1, 2, 3 y A 2 y 3 son nudos 
principals. La tension en un nudo es la tension de este nudo respecto de otro, denominado nudq de re~ 
jerencia . En la Fig. 10-1 se ha eiegido el nudo 3 como nudo de referenda. Entonces V 13 es la tension 
entre os mi os 1 y 3, y V 23 la tension entre los nudos 2 y 3. Como quiera que las tensiones en los nudos 
se toman siempre respecto ae un nudo de referenda dado, se emplea la notacion V, en Juear de V 
y V 2 en Jugar de V 23 , 6 13 



Fig. 10-1, Nudos de una red 


El metodo de las tensiones en los nudos consiste en determinar las tensiones en todos los nudos 
prindpales respecto del nudo de referenda. La primera ley de KirchhofT se aplica a los dos nudos prin- 
cipaJes 1 y 2, obteniendose asi dos ecuaciones en las incognitas y V 2 . En la Fig. 30 2 se ha dibujado 
nuevamente el nudo I con todas sus ramas de conexion, Se supone que todas las corrientes en las ram as 
salen del nudo. Como la suma de las corrientes que salen del nudo es cero 


V™ . Vi Vj - V 2 

2a r % H Z~ 


= 0 


(J) 


A1 establecer ia Ecuacion (1) la eleccidn de Ios semidos de las corrientes es arbitraria {Vease Pro- 
blcma 10-1.) 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 



If 


i0 v - 


Fig.lO-S 


Repitiendo el mismo proceso con el nudo 2 (Fig. 10-3), la ecuacidn que resulta es 


v,-v. y. Vz + v» = 0 

Zc Zn Ze 


(*) 


Agrupando en (f} y (2) los teraiinos en V, y V 2 , se obtiene el sistema de ecuaciones 

-(£>*■ + (e + z; + k) v> - -(e) v - 

Teniendo en cuenta que 1/Z = Y, se puede escribir el sistema (3 ) en funcion de las admitancias 

(Ya + Yd + YcJV, - Yc Vs = YaV™ 

-YcVi + (Y c + Yd + Ye)Vs = -Y e V„ 


(3) 




NUMERO DE ECUACIONES DE TENSIONES EN LOS NUDOS 

Se pueden escribir ecuaciones para cada uno de los nudos principales con la exeepcion del de re¬ 
ferenda En consecuencia, el numero de ecuaciones es Igual al de nudos principales menos uno. Dtspo- 
niendo del metodo de las corrientes de malla y del de las tensiones en los nudos, la eleccidn de uno u 
otro en cada caso particular depende de la configuracidn del circuito. En un circuito con muchas ramas 
en paralelo hay, normalmente, muchos mas lazos que nudos, exigiendo menos ecuaciones por tanto, 
de nudos para resolverlo (veanse los Problemas 9-6 y 10-4). En otros cases, puede haber el imsmo nu- 
mero de mallas que de nudos o haber menos mallas que nudos. En todo caso debe elegirse siempre e 
metodo que menor numero de ecuaciones. 


PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE NUDOS 


Un circuito con cuatro nudos principales exige para su solution tres ecuaciones nodales. En no- 
tacion general el sistema es 


Yu V i + Y12 Vj -F Yu Vs = Ii 

YsiVi + Ym Vs + YssVs = Is 

YsiVi + YszVi + YssVs = I» 


(5) 


El coeficiente Y,, se llama admitancia propia del nudo 1 y es la suma 
nectadas al nudo 1. De igual forma, Y 22 e Y 33 son las admitancias de los 
iguales a la suma de las admitancias conectadas a los nudos 2 y 3. 


de todas las admitancias co- 
nudos 2 y 3 respectivamente 
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CAP. ANALtSIS DE fN t , Kl Uro PnR EL METODO DE LAS TEN,,,,-... I:N LOS NUDOS !23 

unen^mSTudos^Y '° S nUd ° S 1 y 2 y la suraa I-> admits que 

He vua forma v ; c Y son If f puede Verse e " la ck las Ecuador l). 

WW Todas las coadmfancf T'^ '° S d< " s « ue UnCT 2 y 3 ,ly 3 , LI 

que e», ”4“ T™”"! * ““ ■»“” P* =>“>■*>, Unalormn.'e 

des I, e I, son las sumas rf/T P Slt . 1VO ’ a a quc salc deI nudo se le asigna el negative. Las internt.Lfa- 
Por anaToi Lnf C ° rnenteS , «“ c pasan P or Ios ™ d °* * y 3 , respect! vamente. 

lee tees eeu^ioue. nodule, “Tp»“icdbta ‘^TJZ,?* ““ * mal ‘ a |Cap ‘“ ,l ° 


f~Y„ Y„ Y ia 
| Yu Y 2 , Y 23 

LY 31 y 32 y 3 


i 

"vr 


I," 

i 

v 2 


I 2 


_v 3 _ 


J= 




Las tensiones en los nudos V„ V, y V 3 vienen dadas por 


V, = 


I, Y„ Y, a 

h Y 22 Y 23 
Is Y S2 Y 33 


Yu I, Y,» 
Y„ I 2 Y 23 
Yji Is Y 33 


Ay 


Ay 


V 3 = 


Yu 

Y„ 

Y„ 


Y 12 

y 22 

Y 3a 


Ay 


nfqurc^tTe^laffrnfnf ^ ^ laS fracciones se desarrolla por los elementos de la colum- 

es, se obtienen para las tensiones en los nudos las ecuacicnes siguientes: 


V, 

v 2 

V 3 


= I, 


(£) + >■(£) + *( 3 ) 


fist 

V Ay/ 


= ‘‘(tif) + O +1 
1 '-(ft) + '‘(If) + KS, 


(7) 

(*) 

W 


las 'f min0S d , el S T nd0 miembro de < 7 ')' ( S > y W las componentes del fasor resultante de 

,/ r:;rrn A A m f V' la tensi6n V * es 13 suma de ^n/Ay), debida a la corriente I u 
:&y* a i 2 e I 3 (A 31 /Av) a I 3t 1 

Ejemplo* 

tnJt**" lM eCUad ° neS de las tensiones en los nudos del circuito de la Fig. 10-4 y expresarlas en forma ma- 


1 ^ ;2 ^ 



Fiff. 10-4 


nil , ^ !" 0mQ refercncla y numerar los nudos en la forma en que se ha hecho en la figura. Suponer 

f obtiene ^ ^ ^ a ' eJiln de '° S " Udos 1 y 2 ’ A P llcando la primers ley de KirchholT a cada nudo, 
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ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSlONES EN LOS NUDOS 


Ed d DU do /: + V ‘ + 1Q ^-° + LzL = o 

10 3 5 2 + j'Z U 


_ , , , v a - y l v 2 

En el nudo 2\ + 2 


2 + jZ 
Agrupando terminos, 


V a 

3-?4 + 5 “ ° 


Al + .l + _i_A ( 1 v = 

V10 ;5 2 + ;2/ 1 ^2 + j2/ 2 10 >5 

-(2+72j v > + (2 + 32 + 3-i4 + f) Vs 


= 0 


[CAP. 10 
( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

US) 


En la matriz cuadrada que contiene las admitancias, Y u = 1/10 + l/j5 + 1/(2 + jl) por comparacidn 
con (tf). Esto est£ de acuerdo con la definition de Y u como admitancia propia del nudo L Tambten Y 12 = Y 31 = 
— 1/(2 + /2) en concordancia con la definition de coadmitaneia. 

Ij en la notation general se definte como la suma de las corrientes en el nudo i. De acuerdo con d conve¬ 
ne o del signo, la corriente de la fuente de la ram a izquierda tiene signo positive y la de la fuente de la segunda 
rarna, que se aleja de 1 , tiene signo negativo. Por tanto, l i = (5/Q°)/lG - (10/45° )/j5. La corriente l 2 en el nudo 2 
es cero, ya que no hay fuente alguna en las ramas conectadas con el nudo 2, 


ADMITANCIA DE ENTRaDA 

Consideremos un circuito pasivo con dos terminates ex- 
temos, como en la Fig. 10-5, La fuente de intensidad I* envia 
la corriente por el nudo / y se supone que las posibtes admi¬ 
tancias en paralelo de la fuente estAn incluidas en el circuito. 

Como no hay mas fuentes de intensidad en el circuito, la 
ecuacidn de Vi es 


h 




l 


X 


Circuito pasivo 


Yl = 



(U) 


Fig,10-5 


La admitancia de entrada, se define como el cociente de la intensidad de corriente que circu- 

la procedente de una fuente tinica existente entre dos nudos y la caida de tensidn correspondiente entre 
ambos. De la expresidn (14), por tanto, 


v — 1l — 

*enir>dq I — tt — 

V; An 

En un circuito activo, la admitancia de entrada se define como la admitancia que presenta el cir¬ 
cuito en los terminates dados cuando todas las fuentes intemas se hacen iguales a cero. Entonces, 

v ' = i <£) + <£) + KS) + - = ’<S) 

o bien i ~ ll/Vi = Ay/An 

Por tanto, la definition de V„i ra(ia se mantiene tanto para un circuito pasivo como para uno activo. 


ADMITANCIA DE TRANSFERENCE 

Una corriente que circula por un nudo en un circuito da lugar a tensiones en todos los nudos con 
respecto al de referencia. La admitancia de transference es el cociente de la corriente que entra en un 
nudo a la tension resuitante en otro nudo, haciendose iguales a cero todas las dem&s fuentes. 
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CAP. 10] ANAUS1S DE UN CIRCU1TO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 12S 

En cl circuito dc la Fig. 10-6, I r es la intensidad de corriente 
que entra en el nudo r y la tension resultante en el nudo s viene 
dad a por 

v; = ( 0 )(£) + ... + !,(^) + ... + („,(!=) 

Entonces, Y, rMtfmMilM = L/V. = A y /A„ Fi B .iO-6 



Observese que el punto de retorno de la corriente de entrada se ha elegido como nudo de referen- 
cia. Esto es preciso hacerlo porque de otra forma la corriente apareceria en mis de un termino en la 
ecuacion de V, y la definition de Y lr „„ tfaicll no seria vilida. 

Utilizando las admitancias de entrada y transferencia, se obtiene el sistema de ecuaciones siguientes 
para V„ V 2 y V 3 de un circuito de cuatro nudos principales: 


V t = 


V, = 


I 


h 


h 


'eatrida 1 

h 

/ 

1 tranif crcocia 12 


1 transferencia 21 

la 

1 entrada 2 


* trawsfcrtncla 31 

*3 

V 

1 transferencia 32 




h 


1 transfermcLa 13 


L irarisfermct* 23 


Si solo aettia una fuente de intensidad en la red* con todas las demas hechas iguales a cero, son eva¬ 
de ntes las definiciones de las admitancias de entrada y transferencia. 


Problemas resueltos 


10-1 Escribir la ecuacidn del nudo 2 de las Figs. 10-7(a) y 10-7(/>). 

Como todas las corrientes en la Fig. 10-7(a) se alejan del nudo 2 , la suma de las corrientes que salen del 
nudo es igual a cero. 

(V ft — V,)/j2 + Vj/10 + (V a + 10/0? )/;5 = 0 

o bien -(1/;2)V L + (1 /j2 + 1/10 + 1/j 5)V 2 = -10/0_° /j5 

En la Fig, 10-7(/0 la corriente de una rama va hacia el nudo 2 y las otras dos se alejan. Poniendo que la 
corriente que entra es igual a la suma de las que salen 

<Vi-V a )/J2 = V 2 /10 + (V 2 + 10/G_° )/j5 

Agrupando terminos Vi/10 + (V 2 + 10/0f)/;5 + (V 2 - Vi)/j2 = 0 

o bien —(l/j2)V l + (l/j‘2 + 1/10 + 1 /i5)V, = -10/0f/;5 

Por consigutente, puede hacerse cualquier eleccidn de sentido de las corrientes para escribir las ecuaciones 
de los nudos, ya que las ecuaciones que resultan son id£nticas. 
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ANALISIS DE UN C1RCUITO FOR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 


10-2 Escribir las ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-8 y expresar el sistema en forma matricial. 

Sc han numerado los nudos en la forma que se ve en la figura eligiSndose uno como referenda. Suponien- 
do que todas las comenies en las ramas salen de los nudos, se pueden escribir las siguientes ecuadones de los 
nudos 7, 2 y 3: 

(Vi - V*)/(—j8) + Vi/5 i (V, - V 3 4 10/0f )/<3 4 ;4) = 0 

+ V 2 /10 4 (V a - V 3 -5Z0^)/0'4) = 0 

V 3 /8 + (V 3 -V t - 10/0^ }/(3 -f ;4) 4 (V s - V 2 + = 0 

Agrupando tfcrminos, 


(=j 8 + Z + jhi) Vi ~ ( 4 *)^ " ( 3 + 74 )^ 

"(4s) v ‘ + (=78 + io + i4) v = - 

“(3tk) Vi ■ fe) Vs + (Hi + its y* 


(-10Z0^)/(3 + 34) 
(6^)/(j4) 


En notacidn matricial 


-X) <fh) ' 

_ f _ L \ fJ -. + X + J -') _/n 

\-j8j 10 T j4 ) \jij 

~(jhi) ~(ji) ($ + T* + 3+li) 


/ 10/0!7 

\3 + JV 

m 

/ 10/0° 5/0f\ 

\JTJi-~jT) 




10-3 Escribir el sistema de ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-9 en forma matricial. 

Los nudos sc han elegido en la forma que aparece en el esquema. En [7], Yj j es la suma de todas las ad- 
mitandas unidas al nudo 7. U/Z, 4- 1/7! 2 4 jcuCi). Yu e Y u s o° la suma de todas las admitandas comunes 
a los nudos I y 2 y a los 1 y 3, con signo menos; esto es, Y u = -C/cuCJ e Y n = Los otros ter- 

minos de [F] sc determinan de mancra aniioga. 

La unica conicote de exdtacidn en el circuito va hacia el nudo / y es, por tanto, positiva, I, = \J*L r 


(i + i +j “ c ') 


-OuCi) 


-go 


-(juCi) /ju-C, + ^ + 

-(*) 


0 

-(j\jC 2 ) 


0 

-(;«c 2 ) -(£) 


~(i) 

(^+,«c 2 + i) 
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CAP. 10] ANALISIS DE UN C1RCU.TO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 127 

1W 

de n «d°o V d 0 nuT a e d 8 T ^ C ° m ° “ Ve Cn 13 figUra ' Si * toma la referenda a terminal de Z D una tensidn 
matrS «■' ^ 3 travis de Z ° E1 siste ™ de ecuaccnes nodales en forma 


(t + ? '“ C + s) -0-C) 

~~(juC) ( i2 « c + T + ]^) -(no 

L ~( s ) ~ (/uC) ( }uC + ^ + i) 

Expresando V 3 en forma de determinants e igualando a cero, 

(i+,-«c + A) —(juC) 

-0'»C) (]2uC + A- + _L_) 0 

~(,R S ) -UuC) 0 



V, 


Vz„ 


V 2 


0 


V s 


0 


_ 


^ _ 


V, = 


v s /z # 


= 0 


(V 0 /ZJ 


Por tamo, 
de donde 


- 0 


* obtiene erimnante nUmerad ° r tiene que "«■ nu!o - Desarroliandoio por los elementos de la lercera eolumna 

“JuC (j2uC -f \/R x + 1 /juL s ) 

-1/R —juC 

-u z C* + j2 wC/R + 1 !(RR X ) + 1 Rj*L x R) = o 
R z - liW&R) y L z - 1/(2J2Q 

r a n e ^! Ud0 65 C i mismo que se obtuvo P° r el m « todo d « las corriemes de malla en el Problema 9-6 del 
Capitulo 9. Observese de paso que el nOmero de ecuaciones necesarias para la solution del problema se ha re- 
ducido de cuatro a tres por este procedimiento. 



A 5 


1-10/0“ 


-vww— 


■■■ — VWW- 

10 


Fig. 10-11 

10-5 En d circuito de la Fig. 10-11 anterior determinar la tension \ AB por el metodo de los nudos. 

Con solo dos nudos principals, basta con una ecuacidn nodal. Elegir el punto B como referenda y es- 
cnbir la ecuacidn del nudo /. Aplicando la primera ley de KirchhofT, la corriente I = 10/0° que entra tiene 
que ser igual a las que salen: 

10 £L= V^IO + Vj/(5 + J2) y Vj = 10/0/ / (0,281 /-14,2° ) = 35,6 /14,2° 

Como la corriente por la rama 5 + J2 es I = \^s_ + J2 ) t la caida de tensidn en la resistencia de 5 fl es 

V, __ 35,6 /14.2° 


- 1(5) = 


(5 + m 


(5) = 


(5 + j2) 


(5) - 33 /-7,6 Q 


http://www.leeydescarga.com 































Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


128 ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 


10-6 Deteraiinar la tension en el circuito de la 
Figura 10-12. 

El circuito no tienc nudos principales. Sin embar¬ 
go, si se dige el punto B como referencia y el punto A 
como nudo 1 , se puede escribir una ecuaddn suponien- 
do que la corriente sale de A por ambas ram as, 


V t - 10^ V x - 10/90° 
(5 + 3)““ + (2 + j5) 


o bien 



de donde 


X \ /'10/0f 10/90° \ 

2Tj5 / “ 8 H 2 + ;'5 ) 

\ab = V, = 11.8 /55.05° . 



Fig.10-12 


10-7 Hallar la tensidn en el circuito de la Figura 10-13. 



Las ecuadones de los nudos son: 

Enel nudo/: 10/0^ = (V x - V 2 )/2 + V,/{3 + ;4) 
En el nudo 2: (V s - V,)/2 + Vjt/j'5 + Vj/jlO = 0 


Agrupando terminos, 


G + rTij) v '-h' - ■“« 
-p. + (b® + ilo) v ' “ 0 


V, = 


10/0? -0,5 

0 (0,5 — y0,3) 


5.83/—31° 


V» = 


(0,62-yO,15) —0,5 

-0,5 (0.S-J0.3) 

(0.62 - y0,16) 10/0? 

-0,5 0 

Ay 


0,267/ —87,42° 


21.8 /66,42° 


5/0? 


0,267/—87,42° 


= 18.7 /87,42° 


Vj es la tensidn de A respecto de la referencia. Como I a = V x /(3 + ;4), la tensi6n V a respecto de la re¬ 
ferenda es 

Vj, = Yl — ti4\ = 21,8 ^-° H4) = 17.45/93.32° 

Jl (3 + j'4) ” ’ (3 + j4) 

Con lo que la lensidn pedida es 

v.„ = \ A - V„ = (18,7 /87,42° ) - (17,45 /93,32° ) = 2,23/34,1° 
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Tomando el nudo 1 y el pun i 0 de referenda, en la forma senalada en la figura, la ecuaddn nodal es 

V,+ 100/120? . V, . v,-100/0° 

20- + 10 + -io^= = 0 

de la que v. = 200 ^ “ ^O/IZO 0 

* _ ' 5- = 60 - ,'17,32 = 63 /—19.1° 

Se calculan ahora las cotrientes en cada rama, 

r A = (V 1 + 100/120? )/20 = (60 - ,17,32 - 50 + ,-86.6)/20 = 3,46/901 

Ifl = v,/10 = 5,3 /-19,1° 1 - 

lo = (V, - 100/01 )/10 = (50 - /i 7 ,3 2 _ 1M)/10 = 5j3 / _ 160 9O 
Observese que la suma de las tres corrientes que entran en el nudo de referenda es igual a cero. 

1 a + la + l c = 3,46/90.“ + 5,3 /—19,1° + 5,3 /-160.9° 

= >3,46 4- 5,0 - ,‘1,732 - 5 - /1,732 = 0 




j10/45° 


10-9 Hallar las comemes en las lineas 1^, I* e I c para el circuito de la Figura 10-15. 

Los nudos 1,2 yd de referenda estin sefialados en la figura Las tensiones en 1m v „ 
direclamente en el esquema, sieado igual a las tensiones eonsta^s dad's Ad, pLs ‘ * * " 

- 15Q /12Q- y v 2 - -150/0° - 150 /180° 

Aplicando la primer* ley de Kirchioff a eada uno de los tres nudos, se podrln calcular las eorrientes. 

En el nudo i : j A — 


V, - V- 


En el nudo de referenda: - 

En el nudo 2\ = 


10/45° + 

10/45° 

-v, 

v 2 

10/45° 

!C/46° 

Vj + 

Vs-V. 


_ 300/120° - 150/180° 

- vij W - = 2 «M_° 

150/—60° +- 150/0° 

-io/Hf ~ = 

300 /180° - 150/120° 

10/45° " 


26/—105° 


10-10 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-16* i: pen 
tencia suministrada por la fuente y la potency disi- 
pada en cada una de las resistencias del cir;aito. 

Tomando los nudos / y de referenda en la for:ia in- 
dicada en la figura, la ecuaddn nodal ser£ 

(Vi - 50/0f )/5 + Vj/jio + V t /(3 - j4) = 0 

de donde 

v, = (10/0° 1/(0,326/10,6°) = 3(1. 7/-10.6° 


50 


'/01©t 



Fig. 10-16 
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ANAL1S1S DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. LO 

Hailando ah ora las corricntes en las ramas, supuestos los sentidos dados en la figura: 

I, = (50/0! - V,)/5 = (50/01 - 30.7/-10^1 )/S = 4.12/15,91 
| 3 = V,/(3 - /4) = (30.7 /-10,6° )/(5/ —53,11) = 6,14/42,51 

La potencia wiministrada por la fuente es 

p = k; 3 cos e = (50X4,12) cos 15,9° = 198 W 

De la relation P ^ RI 2 , la potencia disipada en cada resistencia vale 

P 5 = 5(/ 3 ) 3 = 5(4,12) 2 = 85 W y Pj = Btfd 1 = 3(6,14)* = 113 W 
Obs6rvese que la potencia total suministrarfa por la fuente es igual a la suma de las potencias disipadas 
por las dos resistencias del circuito, esto es, P T = 85 +- 113 = 198 W. 


10-11 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-17, las tensions en los nudos 1 y 2 con respecto a la re. 
fcrencia elegida. 



Por simple inspeccidn se puede escribir el sistema de las dos ecuaeiones nodales en forma matricial 


(i + A + 0 





/ 50/0f ^ 

V 6 


x i\ 




/ 50/90 


(4 + + 




\ 2 )_ 

L v / 



*— ~ 




de donde V i 


10 -0.25 

j25 (0,75 + y0,5> 

[(0,45 - JOT) -0,25 | 

I -0.25 (0,75 + y0,5)| 


13,5 /56,3° _ 24.7/72,25° 

0,546/-15,95° 


(0,45 - _/0,5) 10 

-0,25 j2S 


18,35 /37,8 ° = 33,5/53.75= 

0.546/-15,95° 


10-12 Dado el circuito de la Fig. 10-18 y conocida la caida de tension V 0 en la impedancta 2 J2, de. 

bida a la fuente V,, hallar la relation V 0 /V,. 



Fig.lfl-18 
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CAP. 10] ANALISIS DE UN CIRCUFTO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 131 

la teSiJn^rnSo aIdM“ a ^ " h ^ ^ V 0 es 

Se puede escnbir directameme el sistema de ecuadones de los nudos en forma matricia!: 


Despejando 


VS->2 + 3 + ,'b) -( 75 ) 

v, 


rv,i 

5 — j2 

GO (is + 6 + 2 -; 2 ) 

1- 

( ^ 


0 


V 0 = V a = 


(0,506 - XM31) VJ(5-j2) 
JO, 2 0 


1(0,506 -/3,131) JO, 2 

| J0.2 10,45 + j0.05) 


= (0,2 /-90° )V,/(6-;2) 
10.276 /—7 °) 


Por tanto, 


0.2 /-90° 

(5 - /21(0.276 7—7°~) = 0J345 ^^ 2 - 


Este cociente se llama fimcidn de trans/erencia de tensidn y permite el cdlculo directo de la tension de sa- 
lida en la rama dada para una tensidn de entrada deteiminada, esto es, V„ = V t (0,1345 /-61,2° ) 

10-13 Dados los nudos 1 y 2 en la Fig. 10-19, hallar la relacidn V,/V 2 . 



10 


Las ©cuaciones de los nudos, dadas en forma matriciaf, son: 


(r + ff + t) 

-G) ‘ 

V, 


(V« 

. <i) 

fi + ,L + JL\ 
\* 36 10 ) 

v s 

J 


0 

_ 


de donde 




(V« —0,25 I 

0 (0,35-70,2) 


\Vj5)(0 f 403/ -29,8°) 


(0,45 -70,5) (V fl /5) 
-0,25 0 




_ (V fl /5X0,2 5) 


- 1,61 /-29,S° 


v y± (V^/5 >(0,403/— 29,8°)/A y 

V 2 (V ? /5)(0,25)/A r 

Otra solucidn. Expresar cada una de las tensiones en los nudos en funridn de los adjumos. Puesto que 
tonces^ S ° 4 de intensidfld ’ Ilf actuando s °bre d circuito, Vi = I t (A u /Ay) y V 2 - IJAu/A,). En- 

= h (A " /A v> = ill _ 0.35 -/),2 _ 

^2 hfaij/Ay) 4[i 0,25 ’ '■ - - — 
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ANALIS1S DE UN CIRCU1T0 POR EL METODO DE LAS TENS10NES EN LOS NUDOS [CAP. 19 


10-14 Hallar las tensiones de los nudos 1 y 2 en el circuito de la Fig. 10-20 mediante las admitancias 
de entrada y transferencia. 



:-jio 


[F] = 



~"1 


r 1 

/ _L + -L + 

-(-z) 


(0,6 - A2) “°- 5 

^10 ;6 2/ 

w 

— 



( - + o 2 - A + 


-0,5 (0,62 -/0,06) 

L w 

\2 3 + j4 -Jl0 J 


_ 


Entonces, 


1(0,6 - j0,2) -0,5 

-0.5 (0,62 - >0,06) 


(0,62 -/0,06} 

A v 0.19 4/-55.5° 


21 A 12 (-1)1-0,5) 


0,194 /—55,5 ~ 
0,62/—5,56= 


= 0,388 /-55,5° 


.= 0,313/-49,94° 


En el nudo /: 


V,= 


I> 


I 3 


^gdtrduU 1 ^iTROif b rtfiCia 1 i 

Como en el nudo 2 no hay corrieute, esto es, I 2 = 0> tenemos 


Vj = 


It 


( 50 /r j/io 


0 , 313 /^ 49 , 94 - 


= 15.95 /49,94° 


Ue igual forma, 


Vi = 


Ii 




(5QZQ! yio 
1 Y«u.d.i 0,388 /-55,5° 


12.9 /55,5° 
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CAP. 10] ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS 133 

Problemas propuestos 

10-15 Determinar el niimero de ecuaciones de tensiones en los nudos que son necesarias para resolver cada uno de 
los circuitos de la Figura 10-21 (a-/). 






(c) 



if) 


Soi (ft) 3, (b) 5, (tf) U (d) 4 f (*) 4, if) 4. 


10-16 Escribir la ecuatidn nodal para el nudo dado en la Figura 10-22. 



10-17 Dado el cincuito de la Fig. 10-23 escribir las ecuaciones de los nudos y expresar el sistema en forma matricial. 
Escribir despuis, por simple inspeccidn de la figura, la matriz [F] y compararla con la obtenida de las ecua- 
ciones. 


10 
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134 ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 

10-18 En el circuito de la Fig. 10-24 y con los nodos representados escribir el sistema de ecuaciones correspondientes 
y ponerlo en forma matricial. Despues escribir la matriz de impedandas [7] por simple inspeccibn y com- 
pararla con la que se obriene a partir del si sterna. 




10-19 El circuito representado en la Fig. 10*25 anterior e$ un 
puente de Wien. Escribir las ires ecuaciones de los mi- 
dos y expresar ei sistema en forma matricial Escribir 
despufes [K] directamente y com para rla con la obtenida 
de las ecu act ones. 

10-20 Utilizando d metodo de los nudos, detenmnar en el 
circuito de la Fig, 10-26 la potencia suministrada por la 
fuente de 50 voltios y la potencia disipada en las dos 
resistencias. Sol 140, 80, 60 W. 

10-21 Determinar, en d circuito de la Fig. 10-27, la tensibn 
\ AB por el metodo de los nudos. Sol. 75,4 /55,2° V . 


to 



Fig. 10-26 




10-22 Determinar, en el circuito de la Fig, 10-28, la tension Vj, Sol 43,9 /14,9° V, 

10-23 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-29, la tensibn en el nudo 1 y la corriente I*- Suponer que la dircccidn 
de es la que figura en el esquema. Sol. 17,7 /—45 Q _ V; 1,77 /135° A. 




10-24 Utilizando el metodo de los nudos hallar, en el circuito de la Fig. 10-30, la potencia suministrada por la fuen¬ 
te de 10 voltios y la potencia disipada en cada una de las resistencias. Sol 36,7; 27,8; 6,66, y 2,22 W. 
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10-25 Hallar la potencia suministrada al circuito de la Fig. 10-31 por la fuente = 50/0° voltios. Hallar tambien 
la potencia disipada en cada una de las resistencias del circuito. 

Sol. P = 354 W; P x = 256 W; P 2 = 77,1 W; = 9,12 W; P A = 11,3 W. 


10-26 

10-27 



Fig. 10-31 



Hallar, por el metodo de los nudos, el valor de en el circuito de la Figura 10*32. Sol. 5/9(F A. 


Determinar, en el circuito de la Fig. 10-33, la tension eficaz de la fuente V para obtener en la resistencia de 3 
ohmios una potencia de 75 vatios. Sol, 24,2 V. 


10-28 

10-29 




Fig.10-34 


Determinar, en el circuito de la Fig. 10-34, cual debe ser la tension de la fuente V para que la tension en el 
nudo 1 sea 50/jF voltios. Sol. 71,6 /-30,2* V, 

Hallar la tension en el nudo 1 en el circuito de la Figura 10-35. Sol. 179 /204,8° V. 




10-30 Determinar, en el circuito de la Fig. 10*36, las intensidades de corriente en las tres lineas, 1^, I* e I c . 
Sot, I0/60 q , 10 /—60° , 10/180° A. 


10-31 iCuil debe ser la tensidn de la fuente V 3 en d circuito 
de la Fig. 10-37 para que la corriente en Ja impedancia 
2 + J4 sea nula? Sol. 125/-135° V. 

10-32 En el misrno circuito del problems anterior, ^cuil seri 
el valor de la corriente en la*impedancia 2 + J4 si V a = 
100/30° voltios? Sol 12,1 /— 11° A. 

10-33 En ei problema anterior, ^cudles son las potencias su- 
ministradas por las dos fuentes al circuito? 

Sol P y = -*90,6; P 2 = 1000 W. 



Fig.10-37 
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10-34 El circuito de la Fig. 10-38 tiene una corriente de entrada de intensidad I*. La corrieme en la resisteacia de 10 
ohmios es I 2 . Detertninar la relacidn I 2 /Ij. Soi 0,151/2 5,8° . 


4 



r— It - T -1 




“jo i _ 3 




^ i> * 

: & 


Vi 

T 1 


V 0 


- 




Fig.10-38 


Fig.10-39 


10-35 Determinar, en e) circuito de la Fig. 10-39, la funcion de transference de tension V 0 /V, por el metodo de los 
nudos. Sol. 0,707/45“. 

10-36 Detertninar la funcidn de transferencia de tension V„/V; para el circuito de la Figure 10-40. 

Sot. 0.159 /—61,4° . 



i-WVW- 


1 = 20 / 45 ° 


3 J* 

— 


Fig. 10-40 


2 

-WW-11- 

Fig. 10-41 


10-37 litilizando el metodo de los nudos, obtener la tension a traves del circuito paralelo de la Figura 10-41. 
Sol. 72,2 /53,8° V. 

10-38 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-42, las tensiones V^, V sc y V co por el metodo de los nudos. 
Sol. 35,4/45° V; SO/OIV; 13,3 /-90° V. 



1 = 10 / 0 ^ 


Fig,10-42 


10-39 En el circuito de la Fig, 1043 hallar la iension en bornes de las irapedancias en paralelo por el metodo de los 
nudos. Sol. 35 / —24>8 C V. 



-VM" 




JT 





Fig-10-43 

.1 cir-uito de la Fig 1044, las tensiones en los nudos V, y V, y la corriente en la fuente de 
1040 Determinar, en el crrun o de la Fig, ’ y y lMf3SJ r v. 

1 Q/30° voltios. Sol. 3,02,^5 2 2_ V, 14^—i_i— - 


http://www.leeydescarga.com 
















































Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 
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1<WI ^ToTnudos 6 " d CU S° ^ ?w g ' 10 ' 45 ’ U P ° tenda diS ‘ pada ^ )a resistencia de 6 °hmios por el miiodo 


30 / 0 ? 



Fig. 10*45 

1(W2 En el mismo circuilo del problema anterior (Fig. 1045) hailar la intensidad de coniente en la impedanda 
2 + j 3 ohmios, con sentido positivo hacia la derecha. Sol 1,73 /40° A. 

1<M3 Calcular, en el circuito de la Fig, 1 <M6, la tensidn Vi que cumpla la condition de que la corrieme en la re¬ 
sistencia de 4 ohmios sea cero. Elegir un borne de la resistenda corao nudo de referenda 
Sol 95,4 /—23,2° V. 



Fig. 10-46 

1(W4 En el circuito del problema anterior se supone que V A = 50/fT voltios y V 2 es desconocido. Determtoar V 2 
de forma que la corriente por la resistenda de 4 ohmio? sea nula. Sol 26,2/113,2° V. 


IMS Hailar, en el circuito de la Fig. 10-47, el valor de ia totem dad I 3 con el sentido dado en el esquema 
Sol 11,7 /112,9° A. 



Fig. io 


10-46 Determinar,en el circuito de la Fig. 10-48, lareladdndeiasdoslensionesde nudo V^. Sol 2,26 /96,35° . 


-a 


—ww—[[-^-— 2 

10/30^ Q | 



Fig.10-48 


http://www.leeydescarga.com 































Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


138 ANALIS1S DE UN CIRCUITO POR EL METODG DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10 

1<W7 Calcular el valor de V 0 en el circuito de la Fig. 10-49 por el m£todo de los nudos. Soi. 1,56 /128,7° V, 



Fiff.10-49 


10-48 Determinat, en el circuito de la Fig. 10-50, las tensiones de los nudos V 1 y V 2 . Sol, 18,6 /68,2° V. 



) 26 , 2 / 118 , 2 ° 


19-49 Hallai, en el circuito de la Fig. 10-51, el valor de V 3 tal que reduzca su comente a cero. Sol. 4 /180° V. 



Fig. 10-51 


10-50 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-52, el valor de la corriente de excitacidn I que da lugar a una tension 
de 5 /30° voiiios. Soi. 9,72. -16° A. 



Pi I.U-U 
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Capitulo 11 


Teoremas de Thevenin y Norton 

INTRODUCCION 

Un circuito en el cual todas las impedancias permanecen fijas, se puede resolver tanto por el me- 
todo de las corrientes de malla como por el de las tensiones en los nudos. Consideremos ahora el circuito 
de ia Fig* li-i, en el que las impcdancias Z lt Z 2 y Z 3 ban de conectarse sucesivamente ai circuito. AI 
unir cada una de ellas se obtendr£ f segun el metodo seguido* una matriz diferente de Z o Y y, en con- 
secuencia* habri tres soluciones difercntes. La mayor parte del trabajo engorroso que esto Iteva consigo 
se evita si se puede remplazar el circuito activo por un circuito simple equivalente, Este es el objeto de 
los teoremas de Norton y Thevenin. 



TEOREMA DE THEVENIN 

El teorema de Thevenin establece que cualquier circuito lineal activo con terminates de salida Ay B, 
tal corao el representado en la Fig. ll-2(a), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de tension V' 
en serie con una impedancia Z f [Figura 11-2(6)]. 



Fig. 11-2. Circuito equivalente de Thevenin 


- - i a TUaramin V' es la tension entre los terminates AB medida a circuito abier- 

X «« »1o» —es ABC .n .od.s l» to- 
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TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON 


[CAP. 11 


La polaridad de la tension equivalente de Thevenin, V' s se digs de forma que la coniente en una 
impedancia que se conecte tenga el mismo sentido que si dicha impedancia se conectar a al circuito activo 
original. 


Ejemplo 1. 

Dado el circuito de la Fig, 11-3 determinar d circuito 
equivalente de Thevenin con respecto a los terminates AB. 
Utilkar el resultado para hallar la comente en las dos 
impedancias, Z, = 5 -J5 y Z 2 = 10/0“, conectadas su- 
cesivamente a los terminales AB y detennuiar la potencm 
a el las suministrada. 

En la Fig. 11-3 la cornente 

I = 50/0° /{5 + j'5) = 10/0Z 

La tension V' equivalente de Thevenin es entonces la caida 
de tension en la impedancia 5 + J5. For tanto, 



Fig. 11-3 


V' = V AB - I[B + ;5) - 70,7/45° 

La impedancia de entrada en los terminates AB es Z' ” " 5 “ 

El circuito equivalents de Thevenin es el representado en la Fig, 1 l-4(a) con la fuente V' dirigida al terminal A . 



Si se une la impedancia Z l a los terminates del circuito equivalente de Thevenin, se tiene la Fig. \l-4(b). En 
este circuito, 

I, = (70,7 /45° )/(5 -jS + S- jS) = 5(901 y Pi~ 5 (h) 2 “ 125 w 

Coo la impedancia Z, en lugar de la Z t> Fig, 11-4(c), se tiene 

I, « (70,7 /45° )/(5 - ;5 + 10) - 4.47 /63,47° y P 2 = 10d 2 ) 2 = 200 W 


TEOREMA DE NORTON 

El teorema de Norton establece que cualquier circuito lineal active con terminates de salida AB, 
tal como el representado en la Fig. 11-5(a), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de intensidad 1 
en paralelo con una impedancia Z‘, Figura 11-5(6). 



.. . A 



Red 

lineal 

activa 

... 


nF 






(a) « 

Fig. 11-5. Circuito equivalents de Norton 
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La fuente de intensidad, l\ equivalents de Norton es la corriente en un cortocircuito aplicado a tos 
terminates del circuito activo. La impedancia Z' en paralelo es la impedancia de entrada del circuito 
en los terminates AB cuando se hacen iguales a cero todas las fuentes intemas. Por consiguiente, dado 
un circuito lineal activo, las impedancias T de los circuitos equivalentes de Thevenin y Norton son 
identicas. 

La intensidad de la corriente en una impedancia conectada a los terminates del circuito equivalente 
de Norton ha de tener el mismo sentido que la que drcularia por la misma impedancia conectada al 
circuito activo original. 

Ejcmplo 2, 

Dado el circuito de la Fig, 11-6, determinar d circuito equivalente de Norton respecto de los terminates AB. 

Utilizar el resuitado para hallar la corriente en dos impedancias'Z 4 = 5 - JS y Z 2 = 10/0^_, unidas sucesiva- 

mente a los terminal es AB y determinar las potencias a dlas suministradas. 


- * 



Fig. 11-6 Fig. 11 -7 

En la Fig. 11-7, cuando se cortodrcuita AB , I f = 50/0°= 10 /90^ . Al hacer la fuente igual a cero, 

z .==f6±i« = 6 - #6 . 

6 + ;6 - ;6 * 

El circuito equivalente de Norton es el de la Fig, ll-8(fl). Observer que la corriente va hacia el terminal A. 



- A V r _ 

A 

l* - - - 

A 

I* T 

io m a I 

J 

10/90° 

1 1 M J 

10 / 80 ° I 

T I?1 i 


]z> 

t\r 

1 Z ‘ t 

l z ll 

l 

1 •-# 

f-* 

rv 


P 1 

- n r , . 

I -- ... 1 

r 1 

. r 



B 


B 


(o) 

W 


(e) 


Fig.11-8 


Si se conecta la impedancia Z i a los terminates del circuito equivalente de Norton, se tiene la Fig. 11-8(6), 
La corriente que pasa por Z L es = r (z^) =10 ^( 10-JIG ) - 5 /&0 Q . La potencia suminis- 

trada a Z, vale />, = 5(A)* = 125 W. 

Con la impedancia Z 2 umda a los terminates AB se tiene [Fig. 11 -8(c)] 

I, = I’(5 - ;5)/(15 ~J5) = 4,47 /63,43° y P 2 = 10(/ 2 ) 2 = 200 W 


CIRCUITOS EQUIVALENTES DE THEVENIN Y NORTON 

En los Ejemplos 1 y 2 se han aplicado los teoremas de Thevenin y Norton a dos circuitos identi- 
cos, obteniendose resultados iguales. Se deduce, en consecuencia, que los circuitos de Thevenin y Norton 
son equivalentes entre si. 
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Z' 




Fig. 11-9, Circuitos de Thevenin y [Norton 

™ito« n <;! a e f 18 ' 1, 9 Se tlene la , misma im P edancia Z'ala izquierda de los terminates AB de ambos cir- 
^enei de Normn ITr Clrc f°J ' la corriente en el de Thevenin viene dada por V'/Z' 

ll ^rri7t N 7 1 • Co S° las dos mtensidades Mn iguales, tendremos la siguiente relacidn entre 
la cornente equivalente de Norton y la ten si 6 n equivalente de Thevenin: I' = V'/Z', 

l Se P “ ede ° bt ® n ? r nusma rel aci6n si se consideran las tensiones a circuito abierto en cad a uno de 

I hten T VVT Vemn Va ‘ e V ' y 6n d de Norton ’ ZT - Isualando las dos tensiones, V' = Z1 

o bien I = V /Z como antes. 

Los circuitos de Thevenin y Norton son equivalent para una sola frecuencia, Las impedancias 
complejas del circuito activo se han reducido a la impedancia equivalente Z'. La tension y la cornente 
qmva'entes se han obtemdo en as impedancias complejas del circuito activo. Ahora bien, ^“[o que 
toda impedancia depende de la frecuencia, se deduce que los circuitos de Thevenin y Norton son equi- 
valentes solameme para la frecuencia que han sido calculados. 


Problemas resueltos 


Il-l Obtener el circuito equivalente de Thevenin del circuito activo de la Figura 11-10. 




Fig. li-n 


La impedancia equivalente del circuit© se obtiene hacierido la fuente igual a cero. Asi 
* - - 

Tss.'zsfsz u 

V = 1(3 + j4) = [1,117 /—26,6° 1(5 /53,1° I =. 5.58 /26.3° 

oor SrSr.V'-^ dada P ^ >f d SCntid ° de la corriente ‘J ue entra en la impedancia 3 + jA, La fuente 
por tanto, alimema bacia el terminal A en el circuito equivalente, tal como se representa en la Figura 11-11, 
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11-2 Obtener el circuito equivalente de Norton para el circuito active de la Figura 11-10. 
La impedancia equivalent, es 2' = 2,5+,6,25. como * calculd en el Problema 1M. 


143 



0 . 81 /- 41,65 


r' 

2,5 + A2S 


F-- 


Fig,11-13 

a la fuSeto^eT 0 ^ termin3leS ^ C ° m<> “ ' 3 ** U ’ 12 ’ ia impedancia total **>*»* * -cuito 

Zr = 6 + (3 + fl + fl) = B > 83 + > 2 - S = M5/23,a° 

La corriente, entonces, I r = 10/0°/Z r = (10/T )/(6,3 5/23,2° ) = 1,57 5/-23,2°, con lo que 

* * '*( »■?£?,. ) ■ = U W 


11-3 


En el circuito de corriente continua dado en 
tencias, = 1 ohmio, ^ = 5 ohmios y R 3 
potencia suministrada a cada resistencia. 


Fig. 11-14 se conectan sucesivamente tres resis- 
10 ohmios, a los terminales AR, Determinar la 



F,g ’ 11-14 Fig, 11-15 


Seobtiene d circuito equivalent® deTheveuin, EnlaFig-11-14 la corrieme 1 = (20 — 10)/(5 + 15) = 0 5 A 
La caida dc tensiou en la resistencia de 5 ohmios es V s = (5)/ = 2,5 V, con la polaridad senalada ’ 

La tensidn de + respecto de B es 

= V = 10 + V t = 12,5 V 

Si se hacen iguales a cero las fuentes de corriente continua, la impedancia Z‘ es la combinacidn en parale- 
lo de las resistencias de 5 y 15 ohmios. 




Z' 


6(15) 

20 


3,76 


E) circuito equivalent® de Thevenin es el de la Fig. 11-15- Couectando ahora cada 
tencias a los terminales AB t las potencias respectivas serin; 


una de las tres rests- 


Con R, = 10,/!= 12,5/(3,75 + 1) = 2,63 A y P i = (1)(/, ) 2 = (l)(2,63) J = 6,91 W. 

Con R 1 = 5 0,/, = 12,5/(3,75 + 5) = 1,43 A y />, = (5)(/,) 2 = (5)(1,43) J = 10,2 W. 

Con Rj = 10 fl, / 3 = 12,5/(3,75 + 10) = 0,91 Ay P 3 = (10)(/ 3 ) J = (10)(0,91) 2 = 8,28 W. 
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11-4 Obteoer el circuito equivalente de Norton respecto de los terminates AB del circuito de la 
Figura 11-16. 


5 15 



Fig. 11-16 Fig. 11-17 


Aplicando un cortocircuito a los terminates AB se tiene para la corriente /' 

T - 10/5 + 20/15 * 3,33 A 

La impedancia equivalente en los terminates AB con las fuentes de tension iguales a cero es 

T = 5(15)/(5 + 15) = 3,75 O 

El circuito equivalente de Norton es el de la Figura 11-17. 


11-5 Hallar el circuito equivalente de Thevenin del circuito de la Figura 11-18, 



A circuito abierto hay dos mallas, como se ve en el esquema. La corriente I 2 viene dada por 


h = 


5 + j 5 55.8 /—17,4° 

—j'6 0 


6 + j5 

-;5 8 4- ;8 


= = o 33/0° 

83.7 /72,6° * 


La tensidn a circuito abierto es* pues, = (6)I 2 = (6)3,33/0° = 20/OV Por reduccidn del circuito 


Z' = 


[5im_ 

LS + J5 


+ (2 + 


;3)j 


6 + 


f 5(j6) 


= 3,32 + j'1,41 


[_5 + ;5 


+ (2 + J3) 


El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Fig. 11-19 con V' dirigido hacia el terminal A . 


11-6 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-18. 
Pooiendo los terminales AB en cortocircuito, la corriente vale 


h 


V 


5 + j5 55.8 /—17,4° 
—j5 0 

5 + ~~ 

—/5 2 4- j8 


279/72,6° 


5,58 /—23.14° 
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La impedancia Z' ^ 3,32 + /MI, como se calculd en 
el Problems 11-5. 

Como comprobacidn, la tensidn a circuito abierto del 
circuito equivalente de Norton en la Fig. 11-20 puede com- 
pararse con V' de Thevenin en e! Problema 11-5. 

V K ^ IZ' = 5,58 /—23,14° (3.32 + /Ml) 

= 20,1 7-0,14° 

En el Problema 11-5, V r = 20/0° ■ 



Fig. 11-20 


11-7 


Sustituir el circuito activo de la Fig. 11-21 
por uno equivalente de Thevenin en los ter¬ 
minates AB, 

En el circuito abierto la corrientc es 
X = 20/0° /(10 + 3 -/4) - 1,47 /17,1° 

Por tan to, la caida de tensidn en la resistencia de 10 Q 
es V 10 = {10)1 = 14,7 717,1° . 

La tension V AE es Ea suma de las tensiones de las 
dos fuentes inis la caida de tension en la resistencia 
de 10 ft, con las polaridades senaladas en la Fig. 11-22. 
Entonces, 



Fig. 11-21 


v ' = V 41 = 20/(r - 10/4T - 14,7 /17,1° = 11,39 /264,4° 


La impedancia Z' = 6 + ,4 ? = 7,97 — j'2,16. 

10 + o — j4 


El circuito equivalente de Thevenin es el representado ea la Figura 11-23. 



Z' 



Fig. 11-23 


A 


B 


ii-8 Obiener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-21. 

Z' = 7,97 - j'2,16, como sc calculd en el Problema 11-7. 

Apiicando un cortocircuito a ios terminales AB y eiigiendo las corrientes de malla en el sentido de las agu- 
jas del reloj, se tiene 



13 - J4 -20 

-10 {20 - 10/45° ) 

13-74 -10 

-10 15 


156 /247,4° 
112.3 /—32,3° 


1,39 /279/7° 


La fuetue de intensidad de Norton, I', se dirige hacia el 
terminal A. Figura 11-24. 

Comparando la tensibn V g6 a circuito abierto de este cir¬ 
cuito con la tensidn equivalente de Thevenin V' del Proble- 
ma 11-7, 

V* = ZT - (8,25) 7-15,2° ){1,39 /279,7° ) 

= 11,45 /264,5° 

y V11,39 /264,4° 



Fig. 11-24 


http://www.leeydescarga.com 



































Mas libros gratis en http://wwwJeeydescarga.com 


146 TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON [CAP. 11 

1X-9 En el circuito activo de la Fig. 11-25 hay una fuente de intensidad I = S/3jQ.°. amperios. Hallar 
el circuito equivalence de Thevenin on los terminales AB . 



Fiff.11-25 


Fig. 11-26 


La impedancia equivalente Z' en los terminales AB con la fuente reducida a cero estf fonnada por dos 
ramas en paralelo. En consecuencia, 

„ t _ (5 + jS)( 15 + j5) _ 4 4- 

(6 + j'5 + 1S + j5) 

A circuito abierto, la corricnte se divide entre las dos ramas, Hallando el valor de I„ seiialada en el dia- 
grama, se tiene 


i, = ^(^5) = 


Puesto que - V f es la caida de tensibn en la impedancia 5 + A 

V' = (5 + J5)h - (7,07^451 )(l s 585/48^1) = tl.2/93^ 
El circuito equivalenie de Thevenin es el de la Figura 11-26. 


1X40 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito activo de la Figura 11-25. 

La impedancia equivalente del circuito, calculada en el Problema 11 9, es Z — 4 + j3 - S /36 t 9 , 


Si se pone AB en corto en la Fig. 11-25 la intensidad 
de corricnte es 

r - 

El circuito equivalente de Norton es el dibujado en 
la Figura 11-27. 

A circuito abierto, el equivalente de Norton tiene 
una tensidn — (5 /36,9° >(2^24/56^6^ ) — 11,2/ 93,5 
En el Problema 11-9 la tension equivalente de Thevenin 



era V' - U. 2/93,4j . 


11-11 Obtener el equivalente de Thevenin del circui¬ 
to puente dado en la Fig. 11-28. iEn que condi- 
ciones ser<£ cero la tension a circuito abierto en 
los terminales AB ? 

Con la fuente de tension igualada a cero la impe¬ 
dancia equivalente en los terminales AB estd formada por 
la combination en paralelo de Zj y Z* en serie con la 
combinacidn en paralelo de Z^ y Z 3 . Por tanto, 

_ %l Z 4 Z 2 Z t 

z ” z^+% + Z 4 + Z, 
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A circuito abierro, la fhente V tf entrega las comentes de intensidades ^ e I 2 del diagrama. 

h = V 9 /(2! + Z 4 ) y I a = V(Z a +Z») 

Suponiendo mayor el poteticial de A que el de B se tiene 


V J - V A 




V n z. 


= Vi 


Zj 4 Z* Z 2 T Z 3 

Z 2 Z< - ZA i 


(Zj 4 Z^}(Z S 4 Z 3 }_ 


La tensidn equivalente de Thevenin V' es proportional a 
la diferencia Z 2 Z 4 — ZiZ 3 . Seri V' = 0 cuando se verifique 
Z 3 Z 4 = ZjZ 3 . 


r 


■©) 


Fig.11-29 


tl-12 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del puente de la Figura 11-30. 



Fig. 11-30 


Fig. 11-31 


La impedancia equivalente en los terminates AB con la fuente igual a cero es 

T _ 21(12 4- j'2 4) 50(30 4- j'60) _ 474 / 268 ° 

33 4 jZi 80 4 j'60 ’ — 

A circuito ablerto, la corriente en el lado izquierdo del puente es I, = (20/G_ )/(33 4 JZ 4). Enelladode- 

recho dd puente, \ 2 - (20/CT >/{S0 4 /60). 

Suponiendo que d pun to A esti a un potencial mis alto que B tetiemos 


V' - V, 


(20/0_ D }{12 4 )2 4) (2 0/0f )(30 4 ;60) 

33 4 “ 80 4 j'60 

wr.wiieLfjM 


~ 0.J2S 170,5" 


1 ■ •, pin 11 12 el circuito a la izquierda de los terminales AB por su 

* MJ w ■«— *' «— ■« '■ *-^* 2 -* 

conectada al circuito equivalente. 

U impedancia Z puede obtenerse por reduced del circuito. La impedancia 5 - fl en paralelo 
con la resistencia de 3 O. l a impedancia equivalente es 


_ (5 - }2)3 

£i “ 8 - jt 


1,94 ~/0.265 


http://www.leeydescarga.com 































Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


148 


TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON 


[CAP. II 



Ahora Z, estd en serie con la impedancia >5. SumSndolas 

Z 2 = 1,94 - >0,265 4 >5 = 1,94 + >4,735 


Z' se detennina combinando Z, y la resistencia de 5 Cl. Por tan to. 


(1,94 + >4,735)5 
6,94 4 >4,735 


= 3.04 /33.4° - 


2,54 + >1,67 


Hallando el valor de I, en el circuito abierto por el metodo de las corrientes de malla, 


8 - ;2 10/30° 

-3 0 


-3 8 + jS 


30 ^ = 0,433/9,7° 

69.26 /20,3° - 


Entonces, la tensidn a circuito abierto es la caida en la resistencia de 5 Cl. 

V' = 1,(5) = (0,433 QX )5 = 2.16/9,7° 

Si se une ahora. Fig. 11-33, la impedancia 2 ->2 al equivalente de Thevenin, la corriente buscada es 
l = V’/(Z' 4 2 — >2) = (2,16/9,7° )/(4,54 - >0,33) = 0,476/13,87; 


11-14 Determinar, en el circuito de la Fig. 11-34, una tensidn V, tal que la corriente que circule por 
la impedancia 2 -i- J3 sea cero, 



Se apliea el teorema de Thevenin al circuito dado y se obtiene la tension equivalente medida en los ter¬ 
minates AB. A circuito abierto. las dos corrientes son I, = (30/if )/(5 + >5) el, - V„ IU. 

Suponiendo que el poiencial de A es mayor que el de B, se tiene 

V = V,„ = 05)1, - (6)1, = 05)30/01/(5 4 >5) - V,(6)/10 = 21,2/451~ 0,6V, 
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La cornenle en el circuito equivalents de Thevenin de la Fig. 11-35 es ccro si V' = 0, For tanto, 

0 - 21,2/45= - 0,6V, y V 2 * 35,4/45° 

Nota El valor de ta unpedancia Z' en la Fig. 11-35 no hace faJta en este problema, dejandose su c&lcu- 
lo al lector como ejerdcio. 


11-15 En el circuito de la Fig 11-36 determinar el valor de la fuente de tension V t para el cual la co- 
rriente en la fuente 20/0° voltios es nuJa. 



*•($» 

10.3^ /17.4 f V, 



A 4 
W/A-l 


I© 


£ 0 / 0 ° 


Fig. 11-36 


Fig. 11-37 


Se obtiene el equivatente de Thevenin para el circuito active a la izquierda de los terminates AB. A cir- 
chito abierto, hay dos corrientes dc malla I, e I 2i Hatlando el valor de 1 2 , 


I 5 + j5 Vj 

| -j‘5 0 

5 + j'5 ™j’5 

”/5 8 4- ;8 


Vl 5/yo° 
83,6 /72.6° 


La tension a circuito abierto es ahora la caida en la resistencia de 6 fl, (6)I 2 . 

Vj 5 /90" 

V = (6) —-- - (0,359/17.4° )V, 

; 33,6/72.6“ 1 —^ 1 

Si se conecta el circuito equivatente de Thevenin a los terminates AB s como en )a Fig. 11-37, es evidente 
que para una corriente cero, V' tiene que ser igual a la otra fuente, esto es, V' =■ 20 /0° . Por consiguiente. 
(0,359/17,4°)V t = 20/r, de donde V A = 55.7 /- 17,4 C . 


La nota final dd Froblema 11-14 es tambien aplicable a este. 


11-16 El circuito activo de la Fig, 11-38 tiene tres ini’ 
pedancias Z, - 10/30°, Z 2 = 20/tF y Z 3 = 5 - J5 f 
que han de conectarse sucesivamente a los ter¬ 
minates AB . Determinar la potencia disipada en 
uidti unu dc cllus, 


sustituye d circuito poi su equivalentc de The¬ 
venin en los termimiles AB y se mien las impedanrias 
al circuito equivalence, 

Para calcular la impedaneia de enuada se eligen tres 
corrientes de malla como si una fuente alimentara en- 
tre A y B en la forma indicada en la Fig. 11-39, Enten¬ 
tes, la impedancia de entrada Z erttiadtf i es Z del cir- 
cuito de Thevenin. De la definicion de Z tnlra(tJ se tiene 
= VAn, siendo 
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(5 + ;5) -6 (5 + j5) 

-5 (10 + jlO) (-5-/10) 

(5 + j'5) (—5 — j'10> (15 4-/15) 


- 1455 /121° 


An " 


(I0 + /1Q) (“5 — jlO) 

{“5 — ;10) (16 + jl5) 


= 213,5 /69,4° 

Sustituyendo Z' - Z Cftliadl , = = 1455 /121° /213,5 /69,4° = 6,82 /51,6° = 4,23 + j'5,34 




Fig.11-40 

En cl circuito abieno hay dos corrientes dc malla l 1 e l 3t Fig. 11-40; las intensidadcs son 
50 5 


50 


15 + j'5 


I, = 


10 4- j'10 6 

5 15 + j‘5 

10 + ;10 50 

5 50 


658/26 6° 

= - - 2,62/—42.8° 

213,5 /69,4° 1 1 - 


558/63.4° 

213.5 /69,4° 


= 2,62/—6° 



4.23 4 >5.34 

“~1 

v t 

3J.4/-69.4 1 


.. 1 




Ah ora bien, la tensidn equivalente de Thevenin V' es 
la tension a circuito abierto V^, suponiendo d punto A 
a uo potential mis alto que el de JS. En la Fig. 11-40 la 
caida de tension en la resistencia de 5 Q en la ram a central 
y en la reactancia j5 en la rama inferior se han marcado 
con sus polandades instan tineas. Entonces, 

v' - y AB - ii(5) - hP) 

= (2,62 /—42.8° )(5) - (2.62/-6° )(5/90" ) 

- 23,4 / - 69,4 13 

El circuito equivalente de Thevenin se ha represents- 
do en la Fig. 11-41 con la impedancia dc carga Z L concc- 
tada a los terminates AB> 

Sustituyendo los valores dados de Z L en I = V'/{Z' + Z L ) se obtienen las corrientes y las potencias pe- 
didas. Por tanto. 

Con Z L = Z x = 10/30° - 8,66 + J5 t 
23,4 / —69,4 r 


Fig. 11-41 


i, = 


(4.23 + JS,34 + 8,66 + ,/5) 
Con Z t = Z 2 = 20/0; , 

23.4 /—69.4° 


= 1.41 4/-108.2° y P t - Re Z ^/,) 2 = (S,66)(l,414) 2 - 17,32 W 


I, 


(4,23 + /5,34 + 20) 
Con = Z 3 = 5 — j 5. 

23,4./ —69.4° 


(4,23 + 75,34 +■ 5 - JS) 


0,940 / —81,8 G y P 2 = (2Q)(0,940) a - 17,65 W 


= 2,54 / —71,5° y ^ = {5)(2,54)" = 32,3 W 
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Prohlemas propuestos 


U-17 Obtener el circuito equivalents de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura 1 M2. 
Sol. T = 9,43 Q■ V 1 = 6,29 V (tf+). 

11-18 Obtener el circuito equivalents de Norton del correspond iente de la Figura 11-42, 

Sol. Z r * 9,34 fl; V = 0,667 A. 




11-19 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo dado en la Figura 1M3, 
Sol. Z 1 ** 1,52 ft; V r = 11,18 V (5+)* 


tl-20 Hallar e! circuito equivalente de Norton del circuito de la 
Figura 11-43. Sol. Z' = 1,52 fl; /' = 7,35 A; 

11-21 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales 
AB del circuito puente representado en la Figura 11-44, 
SoL Z = 55,5 Q; V = 0 V, 

11-22 En el circuito del problema anterior se sustituye la reals- 
tenda de 500 ohmios por otra de 475 ohmios. Determinar 
el circuito equivalente de Thevenin. 

SoL Z ' = 55,4 fl; V* = 0,0863 V (A a-). 



Fig.11-44 


11-23 Utilizar el teorema de Thevenin en el circuito puente de la Fig, 11-45 para hallar la desviaribn de un galvano- 
metro conectado a AB con una resistencia de 100 ohmios y una sensibilidad de 0,5 microamperios por mili- 
metro, Sol. D ** 19,5 cm. 




Fig.11-45 


Fig. 11-46 


11-24 Hallar e] circuito equivalente de Thevenin en los terminales AB del puente de altema de la Figura U-46. 

Sot. T = 88,7 /11,55° fl; V' - 0,192 /-43,4° V. 

11-25 Utilizando el teorema de Thevenin hallar la potenda disipada en una resistencia de 1 ohmio conectada en los 
terminales AB del circuito de la Figura 11-47. Sol. 222 W. 
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11-26 Rcpetir el Probtema 11 -25 ulilizando el circuito equivalent de Norton. 




Fig.lMT 

11-27 Obtener e) circuito equivalent de Thevenin en los terminates AB del circuito activo de la Figura 11-48. 

Sol T - 10,6/452 Q; V' - 11,17/^63^ V. 

11-28 Hallar el circuito equivalents de Norton en los terminates AB del circuito de la Figura 11-48. 

Sol. Z =* 10,6/45° £1; I' = 1,05 /251,6" A. 

11-29 Utilizar el teorema de Thevenin para hallar la potencia disipada en una impedancia de 2 + J4 ohmios conec- 
tada a los ternunales AB del circuito activo de la Figura 11-49. Sol 475 W. 

11-30 Repetir el problem a anterior utilizando el teorema de Norton, 

Ht 


— 

3 * 1 


-WvV' - 

6 


loo^Qt 


II 


-76 



Fig.11-49 

11-31 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminates AB del circuito activo de la Figura 11-50. 
Sol Z - 5,55/T Q; V' = 3.9/16,4 a V. 


11-32 Determinar el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-50. 

Sol V - 5.55/02 H; V - 1,06/16,4° A. 

11-33 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los teiminales AB del circuito activo de la Figura 11-51. 

Sol Z : - 2,5 4 /12,5 Q: V' = 25^45/; V 

11-34 Hallar d circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-51. 

Sol Z - 2.5 4 /12,5 Q; I » 2,77/ : ~33 1 T A. 

11-35 En d circuito de la Fig, 11 52 hallar la corriente que pasa por !a impedancia 3 + j4 ohmios sustituyendo, en 
primer lugar, el circuito en los terminates AB por su equivalente de Thevenin. 

Sol Z = 3,53/45/ 0; V' » 70,7/1351 V; * “ 8*3/85,21 A. 


eo/of 



50: no.: ( "I | 



50^01 


Fig. 11 -6! 


Kig. 11-52 
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Repetir d problema anterior utilizando d teorema de Norton. 

Sol r = 3,53 j4¥ O; 1 = 20/90° A; I = 8,3 /85,2° A. 

En d circuito de la Fig. 11-53 una fuente de intensidad de 15/54° amperios alimenta en los terminales senala- 
dos en el esquema. Sustituir el circuito, en AB , por un circuito equivaiente de Thevenin. 

Sol. Z' = 11,48 + j 1,19 Q; V' = 28,6 /83,8° V. 

Obtener el circuito equivalents de Norton en los terminales AB del circuito de la Figura 11-53. 

Sol. U = 11,48 + yl,19 il\ J - 2,47 /77,9° A. 




Obtener el circuito equivalents de Thevenin en los terminales AB del circuito de la Figura 11-54, 

Sol Z = 5,34/^49,8° ft; V' = 43,3 /-70,6° V, 

Obtener el circuito equivaiente de Norton de la Figura 11-54. 

Sol Z = 5,34/- 49,8° ft; l = 8,1 /—2Q,8 Q A. 

Utilizando el teorema de Thevenin hallar la potencia disipada en una impedancia Z — 10 /60° ohmios conec- 
tada a los terminates AB del circuito de !a Figura 11-55. Sol. 23 W, 

Repetir el problems anterior empleando el teorema de Norton, 




Fig.11-55 


Fig. 11-56 


Obtener el circuito equivalents de Thevenin del cir¬ 
cuito active de la Figura 11-56, 

Sol V = 5,09 /-82 ,5° fi; V' - 46,2/--57,5^ V, 

Hallar el circuito equivaiente dc Norton del circuito 
de la Figura 11-56. 

Sol Z‘ = 5,09 / — 82,5 ° fi; I' = 9,05/25^ A. 

Determinar el * ircuito equivaiente de Thevenin en los 
terminales Ah del circuiio activo de la Figura 11-57. 
Sol Z = 6,2/ 51,8° H; V' - 62,6/ 44,17° V. 



Fig. 11-57 
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11-46 Obtener el circuito equivalents de Norton de la Figura 11*57. 

Sol. Z = 6,2 /51,8* 0, I' = 10,1 /-7,63° A. 

11-47 El circuito activo de la Fig. 11-58 contient una fuente de intensidad de 4 /45 q araperios y una fuente de tensidn 
de 25/90° voltios. Hallar el circuito equivalents de Thevenin en los terminates AB . 

SoL Z 1 = 3,68/36° ft; V' = 22,2/98° V. 

H_ 4 £ Obtener el circuito equivalents de Norton del circuito de la Figura 11-58. 

SoL Z = 3,68/36° ft; I' = 6,03/62^ A, 



£ 

-vm- 


m&i 01 


u 

I! 



Fig.U-58 


Fig.11-59 


11^9 Hallar d circuito equivaiente de Thevenin en los terminates AB del circuito activo representado en la Figura 11-59. 
Sol. Z' = 3.47 /6,85° O; V' = 31.2 /6,89° V. 

Obtener el circuito equivaiente de Norton del circuito de la Figura 11-59. 

Sol. Z = 3.47 /6,85° O; 1' = 9,0/CF A. 
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Capitulo 12 


Teoremas generates de circuitos 


INTRODUCTION 

Los metodos de las corrientes en las mallas y de las tensiones en los nudos permiten resolver la mayor 
parte de los problemas de circuitos. El estudio de los teoremas de Thevenm y Norton en el Capitulo 11 
ha demostrado tambien su eficacia en el ahorro de tiempo de los calculos numericos necesarios en el 
caso de que ha/a que conectar, separadamente, a un par de terminales diversas impedaneias. Analoga* 
meme, Jos teoiemas que van a estudiarse en este capitulo tienen como objeto simpfificar la resolution 
de algunos tipos especiales de problemas de circuitos. Desde este punto de vista, puede considerarse 
este capitulo como una ampliation del Capitulo It. 


TRANSFORMACION DE ESTRELLA-TRIANC U LO {V - A) 

EJ circuito pasivo de ires terminales formado por las ires impedaneias Z 4 , Z H , Z c , dispuestas en 
la forma representada en la Fig. 12-1 (a), consliluyen lo que se llama una conexion en tnangulo (cone- 
xion-A). Se llama conexidn en estrella (conexion-Y) al circuito pasivo de Ires terminales formado por 
las tres impedaneias Z t , Z^ coneetadas en la forma representada en la Fig. 12-1(6). Los dos circuitos 
son equivalentes y sus respectivas impedaneias de entrada, salida y transferencia son iguales. 





Sea \\ la tension de entrada y V 0 la correspondiente tension de salida en cada uno de los circuitos, 
Elijamos la corricnte de entrada, l jt y de salida, 1 0 , con el sentido de las agujas del reloj en Jos dos cir¬ 
cuit os y sea \ 2 la cornente en la mail a central de la conexion-A, con el sentido mareado. 

La forma matncial del sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito de conexion-A es 


r z.. 

-z A 


0 '1 

re i 

r v,i 

; ■ Z., Z.t 

t Zu -r 


- Zt 

h | = : 

0 

1 0 

-lc 


Zr 

j ly j 
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Las impedancias de entrada, salida y transferencia 

son 


7 — 

•-‘cnirada “ 

A* 

ZaZ 3 

All 

Za + Z* 

^salida 

A 33 

Z B Zc 
Zb +■ Zc 

7 _ 

^lunsftrcncij ~ 

At 

A 13 

Zb 


El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito con conexion-Y f Fig. 12-1 (Z?), son 


Zi + Z i 

-z 2 

M - 

‘ V,' 

-z* 

Z 2 4- 

UJ • 

-v» 


Las impedancias de entrada, salida y transferencia son 


7 


At 

_ ZiZj 4* Z 1 Z 3 + Z 2 Z 3 

An 

Z 1 + z 3 

A 

_ Z]Zi 4* ZiZ 3 4- Z 2 Z 3 

a 22 

Zi 4- Z 2 

A 

_ Z|Z 2 + ZiZ.i 4- Z 2 Z 3 

Al2 

Z a 


Igualando las impedancias de los circuitos en tri£ngulo y en estrella se tiene, 

_ Z 1 Z 2 + Z|Z,i 4- Z 2 Z 3 
Za + Zb Z 2 + z 3 

ZflZc _ Z1Z2 + Z1Z3 + Z2Z3 
Z a + Zc Zi 4- Z 2 

7„ _ Z1Z2 + Z1Z3 + Z 2 Z 3 


(/) 

(5) 

(i) 


Sustituyendo en (/) y (2) la expresidn de Z B en (3) y despejando Z A y Z c resulta 




Z,Z 2 + Z,Z 3 + Z 2 Z 3 
Za 


(5) Zc 


Z 1 Z 2 4- ZiZa H- ZaZa 
Z t 


Por consiguiente, la conexion en estrella de Z 1? y Z 3 puede sustituirse por la conexion en tri^ngulo 
de Z A t Z fl y Z c , de acuerdo con las Ecuaciones (3), (4) y (5). 

Para hacer la transformacidn de A a Y se suman las ecuaciones (3), (4) y (5) y se halla la inversa. 

t _ _ _ ZiZ 2 Z 3 _ . , 

Za + Zb + Zc (ZiZa + ZiZa + Z 2 Z 3 ) a { } 

Multiplicando ahora el primer miembro de ( 6 ) por Z^Z fl y el segundo miembro por las expresiones de 
Z A y Z B en (4) y (3), 



ZiZ.Z, 


(ZjZ 3 Hh ZiZ 3 4- ZsZ 3 ) 2 


Z 1 Z 2 + ZiZa + Z 2 Z 1 


.)(!* 


+ Z 1 Z 1 4 ZtZa' 


Za 


de donde 


Z] 


Z a Z a 

Za 4* Za + Zc 
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Operando en forma an^loga se pueden hallar las expresiones para Z 2 y Z 3 en funcion de Z A , Z B y Z c . 
Seguidamenle presentamos una recapitulation de los resultados complctos de las transformaciones 
estrefla-trianguio e invcrsa. 


Transformation Y A 


Transformation Y 


Z A 

Zb 


Zc 


Z 1 Z 2 4 ZtZ:1 4- ZiZ 3 

z, 

Z,Z, 4 Z,Z:, 4 Z,Z 3 

ZtZ-2 4 Z[Z:l 4 ZoZ 3 
Zi 


Zi 

Z a 

Z* 


Z A 4 Zii 4 Z c 

ZaZ c 

Za 4 Zp 4 Zc 

ZbZc 

Za 4 Zb 4 Zc 



Pig.12-2 Fig. 12-3 

Para determinar las relaciones anteriores son utiles las siguientes reglas mnemotecnicas. 

1. Transformation estrella-triangulo. 

Cualquier impedancia del circuito en A es igual a la suma de los productos de todos los pares 
posibles de impedancias Y dividlda por ia impedancia opuesta del circuito en Y. 

Asi, por ejemplo, en la Fig. 12-2, Z A viene dada por la suma de los tres productos binarios dividida por Z 3 , 
que es la impedancia opuesta del circuito Y. 

2. Transformadon triangulo-estrella. 

Cualquier impedancia del circuito en Y es igual al producto de las dos impedancias adyacentes 
del circuito en A dividido por la suma de las tres impedancias de dicho circuito. 

Asi, por ejemplo, en la Fig. 12-3, Z t viene dado por el pioducto Z A Z B , impedancias A adyacentes, dividido 
por la suma de las tres impedancias del circuito A 


TEOREMA DE SUPERPOSICION 

El teorema de superposicion establece que la respuesta en cualquier elemento de im circuito lineal 
bilateral que contenga dos p mas fuentes es la suma de las respuestas obtenidas para cada una de las 
fuentes, actuando separadamente y con todas las demas fuentes iguales a cero. 

Este pnncipio de superposicion estaba realmente impiicito en los dos metodos de analisis por las 
corrientes en las maltas y las tensiones en los nudos. Dichas corrientes y las tensiones venian determi- 
nadas por cocientes de dos determinantes (veanse Capitulos 9 y 10). El desarrollo de los determinantes 
del denominador por los elementos de la columna que contiene las fuentes da lugar a ecuaciones del 
tipo siguiente: 


i, = v, 4 + v,4 

Az Az 

+ 

+ ■ • ■ 

Az 


\r r An ¥ Ail 

Vi = Ii— 4 I 2 — 

Ay Ay 

4 

Ay 

(*) 
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Los terrninos de (7) son las intensidades componentes de la corriente de malla I, debidas a las ten- 
siones de alimentacion V 2 , etc. Los terrninos de (5) son las componentes de la tension de nudo V, 
debidas a las corrientes de excitation l 1} I 2 , etc. 

Si se eiigen las corrientes en las mallas de manera que todas las fuentes esten en ramas no acopladas, 
los terrninos de (7) serin idemicos a las corrientes que resultarian si las fuentes actuasen separadamente. 
De forma anafoga, si las fuentes de imensidad de un circuito que ha de resolverse por ei metodo de los 
nudos tienen el mismo punto de retorno, tomando este punto como referenda, los terrninos de (£) seran 
identicos a las tensiones que se tendrian en los nudos si cada fuente actuase separadamente. 

El principio de superposition se aplica para determinar las corrientes y las tensiones en los nudos 
que estan relacionados linealmente con las fuentes que actuan en el circuito. La potentia no se puede 
hallar por superposicion, ya que la relacibn entre la potentia y la corriente o la tension es cuadritica. 


TEOREMA DE RECIPROCIDAD 

El teorema de reciprocidad esiablece que en un circuito lineal, bilateral, con una sola fuente, la re- 
lacibn de la excitacibn a la respuesta es constante al intercambiar las posiciones de excitation y respuesta. 

El teorema se puede demostrar en el caso de corrientes en las mallas con una fuente tinica de ten¬ 
sion en el circuito, considerando la ecuacion siguiente para la corriente de malla I, 


h 




Sea V, la unica fuente en el circuito. Entonces, 


+ 



Ir = 



El cociente de la excitation a la respuesta es 


Vj _ 

Ir jisr 


7 

*"'lr2nlJ'cj r tncii sr 


(9) 


Ahora bien, al cambiar las posiciones de la excitation y la respuesta, la fuente sera V r y la corriente l y 


I s 



La relation excitacion-respuesta es, ahora, 


Vr 

Is 




Z 


transOrenoa rs 


(. 10 ) 


Las dos impedantias de transference de (9) y (10) son iguales en todo circuito lineal bilateral, ya 
que en tales circuitos la matriz de impedantias [Z] es simetrica respecto de la diagonal principal y los 
adjuntos y A„ son iguales. Por tanto, ia corriente en la malla r originada por una fuente de tension en 
la malla s es igual que la corriente en la malla s cuando la fuente de tension se traslada a la malla r. 
Debe observarse que las corrientes en otras partes del circuito no se maniendrdn iguales. 

EI teorema de reciprocidad se aplica tambien a circuitos que contengan una sola fuente de intern 
sidad, En este caso, el teorema establece que la tension resultante en un par de terminales m n originada 
por una fuente de imensidad que actua en los terminales a b es igual a la tension en los terminales a b 
cuando la fuente se traslada a 3os terminales m n, Debe observarse que las tensiones en otros puntos del 
circuito no se mantendrdn iguales. (Vease Probiema 12-9.) 
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TEOREMA DE COMPENSACION 


Una impedancia Z de un circuito, por la que circula una corriente de intensidad I, tiene una caida 
de tension ZI. De acuerdo con el teorema de compensaciAn, esta impedancia se puede sustituir por una 
f.e.m. de compensation, cuyo modulo y fase sean ias de ZI. De igual modo, si la tension en bornes de 
un elemento o rama de un circuito que contiene una impedancia Z es V, dicbo demento o rama se puede 
sustituir por una fuente de intensidad I = V/Z. Las corrientes y tensiones en todas Jas demus partes 
del circuito permanecen invariables despues de la sustitucion de la fuente de compensation. El teorema 
de compensacion recibe tambien e! nombre de teorema de sustitucion. 


En la Fig. J2-4(a) una rama de un circuito contie¬ 
ne las impedancias Z A y Z B . Si la corriente en esta rama 
es J lt la caida de tensiAn en Z A es Z A l l con la polaridad 
indicada. En la Fig. 12-4(6) puede verse ia fuente de 
compensatidn V f = Z A l t que sustituye a Z A . La pola- 
ridad de V c ha de ser la sehalada, puesto que ia flecha 
convencional apurita hacia el terminal positivo. 

St en el circuito se produce un cambio cualquiera 
que afecte a la fuente de compensacion ha de variar 
en consonancia. Por esta razon, ia fuente de compensa¬ 
tion V c se denomina fuente dependiente. 



Fig. 12-4 


El teorema de compensacion es titil para determinar las variaciones de corriente y tension en un 
elemento de un circuito cuando varia el valor de su impedancia. Esta aplicacion se presenta en los cir- 
cuitos puente y potenciometricos cuando una ligera variacion en una impedancia da lugar a un despfa- 
zamiento de las condiciones de equilibrio. 



En la Fig. 12-5(a) ia fuente V aplicada a un circuito origina una corriente I = V/Z. En la Fig. 12-5(6) 
la impedancia del circuito se ha modificado a (Z + SZ). Entonces, la intensidad de la corriente es 
I' = V/(Z + SZ). Ahora bien, una fuente de tension de compensacion \ c = (<5Z)I, actuando en el cir¬ 
cuito con las impedancias Z y 6Z y con ia fuente original puesto igual a cero t da lugar a la corriente 
AI [Fig. 12-5(c)]. AI es la variacion de la corriente originada por la variacion SZ en la impedancia dd 
circuito. Por el teorema de superposition I + AI = I' o bien AI = T — I. 


EjempJo. 

En el circuito de la Fig. 12-6 se sustituye la impedan- 
cia 3 + J4 por 5 + j’5, esto es, 6Z - 2 + j\. Determinar 
la variaciAn de la intensidad de corriente por calculo direeto 
y comprobar el resultado aplicando el teorema de compen- 
saciAn, 

Antes del cambio, I = V/Z ^ (50/0° )/(5 /53,1° ) = 
10 /—53,1 5 . AI anadir 6Z at circuito. Fig. I2*7(£j), se tiene 

I' = V/(Z + aZ) = (50/0? )/(5 + ;o) = 7,07 /—46° 



Fig,J2-6 
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La variation de corriente es 

Al = I' — I = (5 ~ j'B) — (6 — jS> = — 1 + j3 = 3.16 /108,45° 



(o) ( 6 ) 

Fig.12-7 


Aplicando el teorema de compensacion, la fuente de compensacion V, = (<5Z)I = (2 + /11(10 / —53,T ) = 
22,35/ —2 6,5” . insenando la fuente en el circuito q ut conlienc Z y *5Z y haciendo igual a cero la fuente 5Q/fP, 
Fig, 12-7(H la variacion de corriente sera 


il 


Z + SZ 


22.35 /-26.5 & 

sTTs 


3 . 16 / 108 , 45 ° 


Por consiguiente, cuando se cambia la impedancia de un circuito y se desea conocer el cambio correspondiente 
en la intensidad Al, se obtiene haciendo actuar la fuente de compensacion V f en el circuito, igualando a cero el 
resto. 


TEOREMAS DE TRANSFERENCIA DE LA POTENCIA MAXIMA 

El siguiente teorema de transferencia de la potencia maxima determina el valor de las impedancias 
de carga que dan lugar a la transferencia de un maximo de potencia entre los terminates de un circuito 
activo. 

Se considera una combination en serie de una fuente y una impedancia compleja fija suministran- 
do potencia a una carga formada por una resistencia variable o por una impedancia compleja tambien 
variable. 


Caso 1. Carga: Resistencia variable R L (Figura 12-8), 
La corriente en el circuito es 


z g = r 0 + jx 9 


I = 


/ = hi = 


(/?if + Rl) + jXg 

v a 


t 


:ie L 


Fig.12-8 


^/(R g +R L y +xl 

La potencia suministrada a R L es, entonces, 

P = PRl = — ^ 

(R 3 + R l f 4- xl 

Para determinar el valor de R L para que la potencia transferida a la carga sea maxima, se hace la 
pnmera derivada dP?<JR L igual a cero. 


V]Ri. 


dP 

d ; vIRl 

wI f[(jj, + jeo* + - ^L(2)(/? 0 +i?L) 

dR L 

dRL !_(/?„ -F Rl) 2 + Xg 

“ V ‘ { [(fl. + Rl? + Xl]* 

o bien 

Rq 4- 2 R^Rl 

. + Rl + Xl - 2 RlR„ - 2Rl = 0 

y 


Rl + Xl = Rl 
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De dorule Ri — + X e — |Z U | 


En el caso de una resistencia pura variable se transmite la potencia mdxima entre los terminales 
de un circuito activo cuaodo la resistencia de carga es igual al valor absoluto de la impedancia del circuito. 

Si la componente reactiva de la impedancia en serie con la fuente es cero, o sea, X g = 0, se trans- 
fiere la potencia m&xima cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia de la fuente, esto es, 

Rl = R 9 


Caso 2 . Carga: Impedancia Z L con resistencia y reactancia variables (Figura 12-9). 
La corriente en ei circuito es 


z* = R t + jx 0 


I = \1\ = 


(Hg + -I- ){Xg 4" Xt.) 

V * 


V {^+^) 2 + (A% + al ) 2 


La potencia suministrada por la fuente es 
P = PRl = 



(R g + R L ) 2 + (X a + XL¥ 


z t = 

R L +iX L 




Si J? L en (11 ) se mantiene constants, el valor de Pe s maximo cuando X 9 = - X Lt con lo que la Ecuacidn (11 ) 
se convierte en 


P 


v\r l 
(R* + Ri) 2 


Consideremos ahora que R h es variable. Como se vio en el Caso 1, se suministra la potencia maxima 
a la carga cuando R L = R t . Si R L = R g y X L = -X r Z L = ZJ. 


Cuando la impedancia de carga esti formada por una resistencia y una reactancia variables, la 
potencia transferida en los terminales del circuito activo es maxima si la impedancia de carga Z L es igual 
al complejo conjugado de la impedancia del circuito Z f , 


Caso 3 . Carga: Impedancia Z L con resistencia variable y reactancia fija (Figura 12-10). 


Con la condition X L constante se obtienen las mismas 
ecuaciones para la corriente I y para la potencia P que en 
el Caso 2. 

lgualando a cero la primera derivada de P respecto de 
R u se deduce 


Rl = Rl + 


y 

Rl = |Z(j 4* 



Fig. 12-10 


Como Z y X L son magnitudes fijas se pueden combiner en una Onica impedancia. Entonces, con 
R l variable, el Caso 3 se reduce al Caso 1 y la potencia mdxima se obtiene cuando R L es igual al valor 
absoluto de la impedancia del circuito. 
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Problemas resueltos 


12-1 Determinar e3 circuito equivalente en triangulo para las impedancias conectadas en estrdla de 
la Figura 12-11. 


- 

& 


10 


^ Z 2 j 

\ ZA j 

J Jl ° 1 



Fig, 12-11 


Fig. 12-12 


El circuito A equivalente contend^ las impedancias Z Af Z B y Z c en la forma representada en la Fig. 12-12. 
En estas condiciones, 


Z A = 


F F Z 2 Z 3 _ 5{jl0) F 5(10) F 10(jl0) _ 50 F j 150 _ r 4 . iiK 

-- “ 10 10 


Zr — 


Z X Z 2 F Zfo F Z 2 Z 3 _ 50 F j!50 


jlO 


= 15 - ;5 


_ Z a Z 2 F Z]Z 3 F Z 2 Z 3 _ 50 F jl50 __ ^0 F j3Q 


■ 5 


Como comprobacion se puede hacer la transformacidn inversa. 


Z 1 = 


z 2 = 


Z H 



Z A Zfi 

(6 F jl5)(15 — j'5) 


Z„ 

F Z e F Z c 

6 + j'15 + 16 - j 5 + 10 +- j30 



(5 F ;15)(10 F j30) _ 

jlO 

Z 4 

F Z B F Z c 

30 + j'40 



(15 - j'5)(10 + J30) ^ 

10 

z„ 

F F Zc 

30 F j40 


150 F j'2Q0 _ g 

30 F j’40 


i?-2 Una conexion A contiene tres impedancias iguales Z A = 15/30°. Hallar las impedancias de la 
conexidn Y equivalente. 






„ , siendo Z A = Z B - Z c = Z A , Por tamo. Z, = Z A /3 - (15/30^ )/3 = 5/30f 


Z A F Z p F Z 


De igual forma, Z 2 - Z 3 = ZJ1 = 5/30° . Por consiguiente, cualquier circuito A con tres impedancias igua- 
Ics tiene comp equivalents W\ fireuitu ^ qiW tas impedancias son la tercera parte de las del circuito Y. 

R^ipw at ^® nte > ™ando todas las impedancias de un circuito en Y son iguules, las del circuno eqmva- 

lente en A son el triple de las del circuito Y. 


12-3 Demostrar que un circuito pasivo de varias mallas 
con tres terminals puede sustitmrse por una co¬ 
nexion en A de tres impedancias. 

Se aplica una tension V t a los terminates de la izquier- 
da, como en la Fig. 12-13, y se designa por I, a la corrien- 
te que entra en el circuito y de igual forma en los termi¬ 
nates de la derecha V 2 e I : . Como el circuito es pasivo, 
todas las demas tensions s de emtacidn son nulas. 





V! 

h 

Circuito 

pasivo 

h 

v £ 



- 1 


Fig. 12-13 
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El sistema de ecuaciones en las corriente±i de malla en forma matricial es 


Zu z 12 ... z ln 


'll' 


"vr 

^21 %22 ■ . . 


I 2 


v 2 




- 

- 0 





0 

Zn] . 2 nT1 


_I n _ 


0 


de donde 


h 




y 


h 



v 2 


A 22 

^2 


Expresando ahora estas dos ecuaciones simultaneas en forma matricial. 


r~ i 

1 

^2i 


v, 


II 

j\J? 

_J 

J 


v. 


h 


Esta ecuacion es analoga a la que resulta de un circuito 
de tres midos en el que se ha tornado uno de ellos como 
referenda. Un circuito de tal tipo es el de la Fig. 12-14, 
con Z A , Z u y Z c en conexidn A. Se insertan V,, I A , V 2 e 
I 3 con las mismas direcciones que en la Fig. 12-13, y es- 
cribiendo las correspondientes ecuaciones matriciales del 
metodo de las tensiones en Jos nudos se ticne 




Igualando los elementos correspondientes de las dos matrices de coeficientes, 


V) 




(*) 


2 b 


^21 
&Z 


Sustituyendo (3) en (/) y (2) se obtiene 


Za 


^ 7, 

■in "F 


Zb 



Z c 


^£2 + ^21 


Se ha visto f pues, como siempre es posible matematicamente la transformation de un circuito de tres ter¬ 
minates en el circuito equivalent Y o A, Sin embargo, los dementos del circuito equivalente pueden no ser 
fisicamente realizables. (Vease Problema 12-4.) 


12-4 Aplicar los resultados del Problema 12-3 at circuito 
representado en la Fig. 12-15 para obtener d cir¬ 
cuito equivalente eoneetado en tridngulo. 

Eligiendo las eorrientes en las mallas como se ve en el 
esquema, 


- j 2 0 

-5 

0 — ;2 

-J4 

-5 -j4 

5 - ;2 

™ J24 - 

46,6/ 
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y 

ill 


-j2 -J4 

-j'4 6 ** j‘2 


12 — jlO, Agg 


5 - j2 -6 

—6 5 ~ j2 


A ai 


0 -5 

-j4 5 — j'2 


;20 


Utilizando las expresiones del Problema 12-3, 


2 a 

2 fl 

Z c 




in + 


Az 

"*21 


46 , 6 /- 31 ° 

12 - >10 + >20 

46 . 6/—31 


= 2 . 98 /— 70 , 8 ° 


j'20 
46 , 6 /— 31 ° 


*22 + iai 


-4 - ;2G + ;20 


= 2 . 33 / 69 ° 

- 11 . 65 / 149 ° 


-4 - jSO, 


Observese que la impedanda Z A puede reaiizarse con una resistencia y una reactanda capadtiva en sene, 
y Z* con una resistencia y una reactanda inductiva en sene. Sin embargo, Z c exigiria una resistenda negativa. 
Por tanto, no podria construirse el circuito calculado matemdticamente. 

12-5 Dado el circuito de la Fig. 12-16, determinar la corriente en la resistencia de 2 ohmios em pie an do 
el principio de superposition. 

Sea /' la corriente en !a resistencia de 2 Q debida a V x cuando se hace V 2 — 0, e /" la corriente en la 
misma rama debida a V 1 cuando se hace = 0, Eligiendo las corrientes en las mallas como en la Fig. 12-16 
y hallando /' e F\ 


V - 


r - 


Vi 


Vt 

12 -4 

10 

12 

-4 1 

- 10 

5 

0 

0 

—4 6 


-4 

6 | 


-4 

6 


6 0 
12 -4 
-4 6 


242 


= 1,075 A 


0 5 0 

-V 2 12 -4 

0-4 6 


-(“ 20 ) 


5 

-4 


= 2,48 A 


242 242 

Aplicando el prindpio de superposicidn, la corriente I v debida a la aocibn simultdnea de las dos fuentes es 
I x = T + r = 1,075 + 2,48 = 3,555 A 
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12^6 Aplicar el teorema de superposition a! circuito de la Fig, 12-17 y obtener la intensidad por la 
impedancia de 3 + J4 ohmios. 



Fig.12-17 

Sea V 2 = 0 y V, la unica fuente que hay en el circuito. Entonces, 

Z T = 6 + l 3 1 = 5,83 + j‘2,5 = 6.35 /23.2° 

1 3 + ;9 i —*— 


It 


z T 


5P/90° 


- 7,87 /66,$° 


M 6,35 /23,2° 

La corriente en la rama de 3 + /4 Q debida a Vi solamente es 

h = ^(sTTs) = W6M! (rftg) = V«flSa! 

Haciendo ahora Vj = 0 y dejando como unica fuente a \ 2 , 

Z Tj = }5 + = 2,5 + j'6,25 = 6.74 /68,2° 


i - 21 
T * “ Z- 


50/0° 


- 7.42 /—68,2° 


6.74 /68,2° 

La corrienle en la rama de 3 + jA ft debida solamente a V 2 es 

h = —(7,42 /—68,2° >(3-^4) - 4,15/85^.° 

en la que el signo menos da a l 2 el mismo sentido que la corriente I del diagrama, 
La corriente total en la rama de 3 + jA fl es 

I = Ij + I 2 - 4,15/85,3" + 4,15 /85,3° = 8,30 /85,3° 


12-7 Aplicar el teorema de superposicion al circuito de 
la Fig. 12-18 para hallar la tensidn V AB . 

Si se supone que la fuente I x — 2 A actua en el circui¬ 
to y que / 3 = 0, V' AB — 2 - 7,06 V. 

Si se hace ahora = 0 y acttia / 2 = 4 A en el circuito, 
la corriente en la resistencia de 5 ft es / 5 = 4(2/17) = 8/17 A. 
La tension sera V AB - 5(8/17) = 2,35 V, 

La tension aplicadas las dos fuentes es 

V At = V\ a + Vi, = 7,06 + 2,35 = 9,41 V 
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12-8 En el circuito de una sola fuente representado en la Fig. 12-19 (a), la fuente de tension 100/45° voltios 
origina una corriente I* en la rama de 5 ohmios. Hallar l x y comprobar, para este circuito, el teore¬ 
ma de reciprocidad. 


10 10 



— WM —, 





/'"iTn 

| 

100/45° 

Dt c 

3 = 

= -j5 ^ 


(a) 

Fig* 


10 10 



*19 


Las corricntes de malla Ij, i 3 e 1 3 se han senaiado en la Fig. i2-19(oj. La intensidad pediqa l x es la 
corriente I 3 . 


h 


h 


10 + j‘6 -;5 100/45° 

-j'5 10 0 

0 j5 0 

10 + j‘5 —j'S 0 

-j'5 10 j'6 

0 ;5 6 - j'S 


100/45° ^ 


25 


1155 /—12,5° } 


2,16 /57,5° (1) 


Aplicando ahora ei teorema de reciprocidad por intercambio de las positiones de excitation y respuesta, 
Fig. 12-19(6), y empteando los sentidos a derechas, teniendo en cuenta que I x = I r 






0 -;6 0 

0 10 j'5 

100/45° jfi 5 —./5 
&2 


- 100/46° 


(ll5~5 /-12.5° ; 


25 


2,16 /57,5° (3) 


Comparando los resultados (i) y (2) se deduce que I* es iguai en ambas ecuaciones, quedando compro- 
bado el teorema de reciprocidad. 


12-9 El circuito de la Fig. 12-20(a) contiene una sola fuente de intensidad 1 - 12/90° amperios. Deter- 
minar la tension V 2 en el nudo 2. Aplicar el teorema de reciprocidad y comparar los resultados. 
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El sistema de ecuaciones nodales del circuito de la Fig. 12-20(o), escrilo en forma matricial, es 
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( 1 , 1 \ 

1 

- - 


r n 

\3 r ;4 jio/ 

j'10 

Vi 


12/90° 

l 

4 . i + 1 \ 


' 


Jio 

\ jlO ^ 5 + 2 + >2/ 

^ 2 


0 

— — 


de donde 


V* = 


0,12 - j026 12/90° 

jO.I 0 


0,12-/0,26 AI I 
,/OJ (M5-.yO.35 


= 12 /90° ( n -^ — 7,45/99 65? 

L -\0.161 /g00.35° y 1 — 


Utilizando ei teorema de reciprocidad se aplica la corriente I entre el nudo 2 y el nudo de referenda en 
cl circuito de la Fig. 12-20{i). Se calcula la tension en los terminales por los que la fuente de intensidad ali- 
mentaba. Como solo hay dos nudos en este circuito, solo hace falta una ecuacion nodal. 


' 1 i 1 j 1 

.3 + jU 5 2 + j2 


Por tanto, la tension V,, es 

/ 3 + /4 


12 /90° 


de donde 


Tr 12/90° 

V a = n—■ rTT,. = 21,3/124^ 


0,563 /-34,4° 


V, = V, 


\3 + >4 + > 


_) = 21,3/124^ (A±J1) = 7,45^ 


Comparando los vaJores calculados de V 3 en el circuito de la Fig. I2-2Q(a) y V x en el circuito de la Fi- 
gura 12-20(iJ vemos que son iguales, probdndose asi el teorema de reciprocidad. Observes^ tambien que V 3 
no es la misma despues del intercambio de las posiciones de excitation y respuesta. 


12-10 Determinar, en el circuito de una sola fuente de intensidad de la Fig. 12-21(a), la tension V*. 
Intercambiar la fuente de intensidad y la tension resultante V*. £Se veriiica el teorema de reci- 
procidad ? 




Fig. 12-21 


En La Fig. 12-21(a)I 2 - - 5/9 Q° ^ “ ^^ZULIL- La tension ser4 t por tanto, 

\ x = (-/2)I 2 = 4,64/111,8° ) = 9.2S/21X V. 

La fuente de intensidad I y los terminales en los que la tension V x se mide, se ban interc&mbiado en la 

Fig. 12-21 (£)♦ Con esto, la corriente vale^ = I = 5/90° ^ = 1.31 /~23,2 Q . Puesto que 

V* = (5 + J5) = 9,27 /21,3" V, como antes, ha quedado comprobado el teorema de recipro¬ 

cidad. 
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12-11 En el circuito de la Fig, 12-22{fi) sustituir la reactancia ;4 por una f.e.m. de compensacion, 
e 




Fig. 12*22 


Elegir las corrientes de malla ^ e I 2 como en la figura y despejar l 2i intensidad de corriente en la reac¬ 
ts ncia j'4. 

5 + jlG 20 


I 2 = 


20 


5 + jlO 5 
5 8 + j4 


20 (jlO) 

103 /104,05° 


- 1.94 /—14,05° 


La fuente de compensacion V t = (_/4)l 2 = 04)1,94 /-14,05° = 7,76 /75,95°. El circuito es el de la Figu- 
ra 12-22(6) con la fuente de compensacion en lugar de la reactancia y'4. Para demostrar que son equivalen- 
tes ambos circuitos, puede hallarse una corriente en las ramas de cada circuito y comparar los resultados. 


12-12 Sustituir, en el circuito de la Fig, 12-23(<a>, la asociacion en paralelo de las impedancias y'10 y 
3 + j4 por una fuente de compensacion. 


- WW- 




6 



(Or) 


Fig. 12-23 


(*> 


La impedancia equivalents de las impedancias en paralelo es Z eQ = —= l,46+y'3,17- 
3.50/65,3" - En consecuencia, 

V 20 f 0° 

Z T = 5 + 1.46 + 13.17 = 7,18 /26,2“ e I T = — - = 2,79^26^ 

La fuente de compensation sera 

V, = Z.,I T = 2.79 7—26,2° (3.50/65,3° ) = 9.77/39X 

El circuito, con ta fuente de compensacioo correctamente polarizada, se ha representado en la Figu¬ 
re 12-23(6). 
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12-13 Se cambia, en el circuito de la Fig, 12-24 (a), la impedancia de 3 + J4 ohmios por otra de 4 -f J4 
ohmios, Fig. 12-24(6). Hallar la corriente por la resistencia de 10 ohmios antes y despues de la 
sustitucion. Aplicar, por liltimo, el teorema de compensacion para hallar la diferencia de las 
dos corrientes por dicha resistencia. 



Ames del cambio de la impedancia 3 + j4 [Fig. \2-24{a)] t 


Z T = 10 + = e 

3 + j9 ' ' 

Despues del cambio [Fig. J2-24(6)], 






Z T 11,1/13° 


= 4 , 50 /— 13 ° 


z r - 10 + - ^ = H.03 + /2.6S = 11,35 /13,65° e IV = -2. = 4.41 /- 13.65° 

La fuente de tension de compensacion es V f = (<5Z)I, en la que I es la intensidad de corriente inicial en 
ta rama 3 + J4 


1 Ir (3 + > 9 ) “ 4 ' 5 ^—IS? (3 + “ 2,37/5j6f 


y <5Z(4 + J4) - (3 4- y4) = L Entonces, V f = (1)2,37/5^ = 2,37/5,5^ con sentido opuesto aJ dela corriente I. 

La variation de corriente AI r se halla igualando a cero la fuente inicial de tension y dejando actuar como 
unica fuente del circuito a V tf , Fig. 12-24(c). Con ello, y para este circuito, se tiene Zj ™ 4 4 - y '4 + 


10 /53,1° y 

,i T * = _/? yg£ vjB 

\Z t /U*> + J5/ l 10 /53,1° A 10 + 

Comparando A/ r con la diferencia entre // e I T 


10 + J5 


ye) 


0.1055/195,8 


- l r = (4,41 / - 13,65" ) - (4,50/^J3^) = -0,10 -/0,03 = 0,1045 /196,7° 

Observese que los dos valores de AI r no son exactamente iguales. El valor de AI r calculado utilizando la 
tension de compensacion V f es mas exacto que el calculado restando la corriente inicial I r de l T . Esto es cierto 
cuando la impedancia de carga es pequena. Como se ha visto antes, ello da lugar a una variacidn pequena 
de la corriente, introduciendo, por tanto, un error al calcular la diferencia de las dos magnitudes que son casi 
iguales. 


12-14 Calcular la variation de la intensidad de corriente er el circuito serie de \a Fig. 12-25(n) al re- 
ducir el valor de la reactancia a /35. 

Sean I e I las corrientes respectivas en el circuito antes ydespues del cambio de reactancia, Figs. 12-25(o) 
y ( 6 ). Entonces, 
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V _ 100/45° 
Z ~ 50/53,1° 


2 , 0 /— 8 . 1 ° , 


V _ 100/45° 
Z -r 5Z 30 + j’35 


2,17 /—4,4° 


y AE = 1' ~ I = 2,17 / —4,4~ - 2,0 /-8,l° = 0,223 /31^6° 

Si se calcula A/mcdiame el teorema de compensacion, se tiene V e = ( SZ)1 = (—j5)2,0/—8,1° — 10/-98,1° 
con ei sentido de la Fig. 1225(c). La variation de corriente es 


AI = -\J(Z + SZ) = - { 1 0 / — 98 t 1 c }/(30 + j35) = (10 /81,9 C )/(46 > 1 /49,4" ) = 0,217 /32,5° 


12-15 En el circuito de la Fig. 12-26 la carga Z esta for- 
mada por una resisiencia pura R L , Hallar el valor 
de R l para el cual la fuente suministra la poten- 
cia maxima a la carga. Calcular la potencia ma¬ 
xima P 

La transferencia maxima de potencia tiene lugar cuando 

R l = |z f [ = [10 + y 20 [ - 22,4 Q 

Ahora bien, I = V/(Z fl + R) = (50/0/ )/(l0 + Jl 0 + 22,4) 
- 1,31 / — 31,7" y la potencia maxima suministrada a la 
carga es P = RJ 2 = (1,31) 3 22,4 = 38,5 W, 


Z fl = 10 + j'20 



12-16 Si la carga en el circuito de la Fig, 12-26 es una impedancia comnleja Z £ , que es variable en R L 
y X L , determinar el valor de Z L que da lugar a la maxima transferencia de potencia. Calcular el 
valor de la potencia maxima. 

La maxima transferencia tiene lugar cuando Z L - Z*. Como Z fl = 10 + /20, resulta Z L = 10 - J20, 

La impedancia total del circuito es Z T =* (10 + /20j + {10 - _/20) = 20. Por tanto, I = \/Z T = 
(50/0/ J/20 = 2,5/0/' y P = RJ 1 = 10{2,5) 2 = 62,5 W, 


12-17 


En el circuito de la Fig. 12-27 la carga conectada 
entre los terminates AB esta formada por una re* 
sistencia variable R L y una reactancia capacitiva X c 
que varia entre 2 y 8 ohmios. Determinar los valores 
de R l y X c que dan lugar a la transferencia de la 
potencia maxima. Calcular la potencia maxima su¬ 
ministrada a la carga. 



2 


no 


Fig,12-27 
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La tension equivalence de Thevenin, en ios terminates AB, es V' = (2 + >10) = 45,6 /60,3” . 

La impedancia del circuito activo eonectado a los terminales ABesZ' = 3(2 + j10)/(5 + >10) = 2,64 + >0,72. 

En et circuito dado, la translcrenda de potencia maxima se produce con una impedancia Z L - Z * - 

2,64 “ ;G,72. En las ccmdiciones del problems, X c es ajustable entre 2 y 8 Q. En consecuencia, el valor mas 

proximo de X c es 2 O y 

Rl = |Z, - > V C | = |2,64 + >0,72 - fl\ = |2,64 - >1,28| - 2,93 n 

Ahora bien, Z r = Z' + Z L = (2.64 + 2,93) + >(0,72 - 2) = 5,57 - >1,28 = 5,70 /- )_3! , con lo cual 



45,6 :60.3" 

570 ; -13 


8,0/73.3 3 


y 


P = R L l z = 2,93(8,0)* = 187,5 W 


12-18 En el circuito de la Fig. 12-28, R g es variable entre 
2 y 55 ohmios, ^Con que valor de R g se obtiene la 
maxima transference de potencia a los termina¬ 
les AB ? 

En el circuito dado, la resistencia de carga R L es fija, 
Por tamo, no son apiicabies ios teoremas de transference 
de la potencia maxima. Es obvio que la corriente sera maxi¬ 
ma cuando R g sea minima, 

Poniendo, pues, R 9 = 2 O, 

Z T = (2 + j5 + 10) = 13/22^.61 



I = V/Z T = 100/0VO 3 /22,6° ) = 7,7 / —22,6° 
La potencia max ; ma es P — 10(7,7)* = 593 W, 


Problemas propuestos 

12-19 Oblener el equivalence en Y del circuito conectado en A de la Figura 12-29 
Sol (0,5 -/0,5), (3 -Jl), (1 -r /3). 


2 + }3 



Fig-12-29 


10 10 



12-20 


El circuito de la Fig. 12-30 esta formado por dos circuitos en estrella asociados en paralelo. Oblener el circuito 
simple, con conexion en triangulo, equivalente. Sol. (5 +>51, co. (5 + >5). 
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12-21 En la Fig. 12-31 un circuito cquilibrado con conexion en A y Z = 10/3Q- esta en paralelo con otro circuito en 
Y, equilibrado, con Z = 4 / — 45° , Obtener el equivalente en Y. Sol, Z = 2,29 7—3,5 . 



(«) 


(&> 


1 


2 


Red 



pasiva 



.—.1 . 



3 = 



Fig.12-32 


12-22 Demostrar que el circuito pasivo general de tres terminates de la Fig. 12-32(a) puede sustituirse por un circui* 
to conectado en Y, como el de la Fig. 12-32(6), en el que Z x - (A u — A 12 )/A r , Z 2 = A 12 /A y y Z 3 = (A 12 — 
A 12 )/A y , (A r y los adjuntos se refieren a las ecuaciones de las tensiones en los nudos en forma ruatncial.) 


12-23 Sustituir el circuito representado en la Fig. 12-33 por su conexidn Y equivalente utilizando los metodos des- 
arrollados en el Problema 12-22. Sol, (12 -f-yl) t (^1 + y2), (4 + ./1). 





3 j5 



2 

■AVAV 



10 

■WW- 


Fig.12-33 


Fig. 12-34 


12-24 Gbtener la conexion en Y de tres impedancias equivalences al circuito de Ja Figura 12-34. 

So /, 6,25; 2,5; 10,5. 

12-25 Hallar el circuito equivalente en triangulo del circuito de la Figura 12-34, Sol 10,25; 43; 17,2, 

12-26 Hallar el circuito equivalente, conexion en A, del circuito de la Figura 12-35. 

Sol. (3 - _/2), (2 +73), (2 +jl6). 




Fig.12-35 


Fig. 12-36 


12-27 Determinar la corriente por la resistencia de 2 ohmios del circuito de la Fig. 12-36 utilizando el teoiema de su¬ 
perposition. Sol. I = 4,27 A. 
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12-28 En el circuito de la Fig, 12-36 se cambia la tension de la fuente V 2 al valor 8,93 voltios, positivo en el ter¬ 
minal superior. Obtener la corriente por la resistencia de 2 ohmios aplicando el teorema de superposition. 

Sol. / = 1,43 A. 

12-29 Obtener, en el circuito de la Fig. 12-37, la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios debida a cada 
una de las fuentes de tension. Sol . 2,27 y 3,41 A. 



Fig. 12-37 


Fig. 12-38 


11- 30 En el circuito de la Fig, 12-38 determinar las componentes de la tension del nudo V 2 debidas a cada una de 

las fuentes de intensidad. Sol. 8,48 /-2,8° ; 8,20 /12,2° . 

12- 31 Hallar, eu el circuito representado en la Fig, 12-39, la intensidad de corriente por la resistencia de 4 ohmios 

debida a cada una de las fuentes de tension, Sol. 3,24 .60.95° ; 6,16 /- 142,2 J » 




Fig. 12-39 Fig. 12-40 

12-32 Supdngase que en el circuito de la Fig, 12-40 las fuentes de tension actuan por separado. Si las corrientes res- 
pectivas por la resistencia de 10 ohmios son iguales, <,cual es el valor de la relation V|/V 2 ? 

Sol. 0,707 /-45° . 

12-33 En el circuito de la Fig. 12-41 obtener las componentes de la tension del m*lo V 3 originadas por cada una de 
las fuentes de intensidad F e l 2 . Sol 5,82 /— 5,5 ; 9,22 72,9" . 

12-34 Con referenda al mismo circuito del problema anterior se ha cambiado la fuente de intensidad I 2 al valor 
3,16 /191,6° amperios. Determinar la tension del nudo V a por medio del teorema de superposicion. 



Fig. 12-41 





-/4 


Fig. 12-42 


12-35 


Determinar, en el circuito de la Fig. 12-42, la intensidad de corriente I por la impedancia 3 - ;4 ohmios. Apti- 
car el teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. So!. 2,27 /53,2 . 
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12-36 Hallar, en el circuito de la Fig* 1243, la intensidad de corrieme I por la impedancia 2 - J2 ohmios, Aplicar 
el teorema de reciprocidad y comparar las dos cor denies. SoL 10,1 /129,1° A. 




Fig. 12*43 


Fig. 12*44 


12-37 Hallar la in ten aid ad de corriente por la resistencia de 4 ohmios del circuito de la Fig, 12-44. Aplicar el teore- 
ma de reciprocidad y comparar las dos corrientes. ^Que cambio sufre la corriente en las ramas de 5 y 2 ohmios? 
SoL 2,5 A. Despues de aplicar el teorema de reciprocidad, las corrientes en las ramas de 2 y 5 ft son cero. 
Previamente las intensidades eran 5 y 2 A, respectivamente. 

12-38 Determinar la iiuensrdad de corriente por la resistencia de 5 ohmios del circuito de la Fig. 12-45. Aplicar el 
teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. SoL 0,270 /53 t 75/ A. 




12-39 Calcular, en el circuito de la Fig, 1246, la intensidad de corriente / por la resistencia de 50 ohmios. Comprobar 
el teorema de reciprocidad por intercambio de la fuenie de tension y de la corriente resultants /. 

SoL 1,32 mA. 


1240 En el circuito de la Fig, 1247 hallar la tension V,, Aplicar despues el teorema de reciprocidad y comparar las 
dos tensiones, Sol. 35 /— 12,1° V. 



Fig. 12-47 Fig. 1248 

1241 Hallar el valor de V, en ei circuito de la Fig. 1248, Comprobar despues el teorema de reciprocidad. 
Sot. 50,8/21° V. 
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12-42 En el circuito represenlado en la Fig. 12-49 determinar ta tension V,. Intercambiar la position de la fuente de 
intensidad y la tension V, y comprobar el teorema de rectprotidad, Sol, 2,53^-162,3° V. 


5 




12-43 Sustituir, en d circuito de la Fig. 12-50, las impedancias en paralelo 3 + ;4 y 3 - ;4 ohmios por una fuente 
de tension de compensation. Como comprobation, hallar la intensidad de comente por la resistencia de 5 oh¬ 

mios antes y despues de la sustitucion. Sol. \ e = 11,35/tT V; I = 2J3J(F_ A, 

12-44 En el circuito de la Fig. 12*50 sustituir la resistencia de 5 ohmios por una fuente de tension de compensation 
y hallar la corriente total desde la fuente de 25/0° antes y desputii de la sustitucion. 

Sol. V f - 13 s 65/tT V; I = 2,73^F A. 

12-45 Remplazar, en el circuito de )a Fig, 12-51, cada una de las asociaciones de resistencias en paraJelo por una 

fuente de tension de compensation y hallar la salida total de corriente de la fuente de 50 voltios. 

Sol. 11,35 V; 4,55 V; 3,41 A. 


10 



10 

AW- 


20 


^jl|l-ww— 

* 7 “ 


10 

\W 

(a) 


Fig. 12-52 



12-46 En el circuito de la Fig, 12-52(a) la fuente de 20 voltios entrega una corriente /, como puede verse. Si la resis¬ 
tencia de 10 ohmios se cambia por otra de 12 ohmios, la intensidad suministrada por la fuente pasa a ser 
Hallar la variation A/=(/'- /}♦ mediante la fuente de tension de compensation en la forma mostrada en 
la Figura 12-52 {b). Sol. AJ = -0,087 A, 

12-47 En ei circuito de la Fig. 12-53(a) se cambia la resistencia de 5 ohmios por otra de 8 ohmios. Determinar d 
cambio AI que se origina en la corriente que pasa por la impedancia 3 + >4 ohmios. 

Sol. 0,271 /159,5° A. 




Fig, 11 W 
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12-48 En d circuito de la Fig. 12-54(a) la fuente de 50 /45 0 voltios entrega una corriente I. Se cambia la resistencia 
de 10 ohmios por otra de 5, Utilizar d teorema de compensation para determinar V f e AI, Fig. I2-54{H 
SoL 21,45 /— 166° V; 2,74 /-36° A.' 




;-j6 


(a) (b) 

Fig,12-54 

12-49 Hallar el valor de R L (Fig. 12-55) que da lugar a la transference de potencia maxima. Calcular el valor de la 
potencia maxima. SoL 11,17 Q; 309 W, 


loo^ 




Fig, 12-55 


Fig. 12-56 


12-50 En d circuito de la Fig. 12-56 la carga esta fonnada por una reactantia capacitiva fija de 15 ohmios y una 
resistencia variable R L . Dcterminar {a} d valor de R L para el cual la potencia transferida es mdxima, (£) el va¬ 
lor de la potencia maxima. Sol. (a) R L — 11,17 Q; (6) 236 W. 

12-51 En el circuito de la Fig, 12-57 actuan dos fuentes de tension en la impedancia de carga conectada a los termina¬ 
tes AB. Si esta carga es variable, tanto en reactancia como en resistencia, ^cual sera la carga Z L que recibira 
el mdxuno de potencia? <,Cual es el valor de esta potencia maxima? Sol. (4,23 + y'1,15) Q; 5,68 W, 



http://www.leeydescarga.com 



























Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP. 13] 


AUTOINDUCCION E INDUCCION 


179 



Puesto que cada circuko liene una fuente de tension, se eligen las corrientes de malla ^ e i 2 en la 
rrusma direction que las fuentes, con lo que las dos ecuaciones de malla, deducidas de la segunda ley 
de Kirchhoff, son 


R,i, + L.§± ® 


( 10 ) 


Las tensiones de induction mutua pueden ser de una u otra polaridad, segun el sentido del devanado. 
Para determinar los signos correctos en (10) se aplica la regia de la mano derecha a cada una de las bo- 
binas: Si los dedos envuelven a la bobina en el sentido supuesto para la corriente, el dedo pulgar senala 
el sentido del fiujo. Por consiguiente, los sentidos positivos de <£, y 4>i son los senalados en la figura. 
Si losflujos 4 > l y 4>i debidos a las corrientes supuestas positivas tienen el mismo sentido, es deck, se ayudan, 
los signos de las tensiones de induction mutua son iguales que los de las tensiones de autoinducciones. En 
la Fig. 13-2, <j >, y <p, se oponen mutuamente. Por tanto, el sistema de ecuaciones (10), con los signos 


correctos, es 


r dii ,, dii 
Kill + Li M dt 


T di-2 ,/ dil 

Rdt + L *-fit M dt 


Vi 


V2 


(«) 


Suponiendo que las fuentes son senoidales, el sistema ( 11 } en regimen permanente es 

+ ii - = v » 

—juftfll + (^2 jaLft) I 2 = Va 


Recordando el sistema general de ecuaciones en las corrientes de malla (Capitulo 9) se tiene 


Znli ~ Z12I2 — V1 

± Z21X1 ^ J&23&2 ~ Vs 


(IS) 


Se vio que Z l2 ~ Z al era la copedancia o impedancia comun a las dos mallas de corrientes I t e I 2 . El 
acoplo de mallas es de tipo conductivo, ya que las corrientes pasan por una rama comun, Ahora en 
el circuito de la Fig. 13-7, se tiene un sistema de ecuaciones andlogo. correspondiendo j'coAf a Z 12 y ^21 
en las Ecuaciones (13). Las mallas no estan acopladas conduct!vamente, ya que las dos corrientes no 
circulan por una impedancia comun. Sin embargo, las ecuaciones indican que existe un acoplamienU). 
En tales casos, el acoplo se llama muiuo o magnetico. 
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CORRIENTE NATURAL 

En la seccion anterior se ha analizado un circuito de dos mallas con un acoplo mutuo y sendas fuen- 
tes de tension, en donde sc ha supuesto unos sentidos de circulation de corrientes. A veces, es necesario 
estudiar la corriente natural que circula por una maila que carezca de fuentes de tensidn. El sentido 
de la corriente viene dado por la ley de Lenz. 



Consideremos el ckcuito de la Fig. 13-3 en que solo existe una fuente de tension en la malta 1, Se 
elige la corriente de acuerdo con la fuente \\ y aplicando la regia de la mano derecha se determina 
el sentido del flujo $ 12 - Ahora bien, la ley de Lenz establece que la polaridad de la tension inducida debe 
ser tal que si se cierra el circuito circula por la bobina una corriente de manera que el flujo que origjna 
se opone al flujo principal creado por la corriente I 2 . For tanto, al cerrar el interruptor en la Fig. 13-3 
el sentido del flujo cj> 2l ser&, de acuerdo con la ley de Lenz, el senalado en la misma. Si ahora se aplica 
la regia de la mano derecha con el dedo pulgar seiialando en el sentido de 0 2 i> los dedos envolverdn 
la bobina 2 en el sentido de la corriente natural . El sistema de ecuaciones en las corrientes de maila es 


(i?l + jt&Lt i)Ii — jtoMl.2 — Vl 

—H~ (i?a + — 0 


(«) 


Como la maila 2 carece de fuente de tension, se deduce 
que la corriente natural I 2 resulta de la tensidn en la induc- 
cibn mutua { R 2 4 - koL z ) l 2 = (jo)Ml i). Eli la Fig, 13-4 se 
represent esta tensidn como si fuera una fuente, El sentido 
de esta debe ser el senalado por la ftecha para el sentido 
positivo de I 2 * En consecuencia, la polaridad instantdnea 
de la tensidn en la induccion mutua en la bobina 2 es positiva 
en el terminal por el que la corriente natural sale de la bobina. 



Fiff.13-4 


REGLA DE LOS PUNTOS PARA BOBINAS CON A CO PL O MAGNET ICO 

La polaridad relativa en el caso de tensiones de indued 6n mutua se puede determinar partiendo 
de esquemas del nucleo en que se vean los sentidos del devanado, pero este no es un metodo prictico. 
Para simplificar la representation esquematica de circuitos con acoplo magnetico se senalan los termi- 
nales con pun los, Fig. 13-5(c), En cada bobina se marca un punto en los tenrtinales que tienen la misma 
polaridad instantanea, considerando solamente la induccibn mutua. Por tanto, para aplicar esta nota¬ 
tion hay que saber a que terminal de las bobinas se asigna el punto. Hay que determinar, ademAs, el 
signo asociado con la tensidn en la induccidn mutua cuando se escriben las ecuaciones en las corrientes 
de maila. 
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Capitulo 13 


Autoinduccion e induction 

INTRODUCTION 

Los circuitos estudiados en los capitulos anteriores estaban formados por mallas y nudos. Como 
dos mallas tienen una rama comun y dos nudos estan unidos por elementos pasivos o activos, las mallas * 
y los nudos estan acoplados conducfivamente. En dichos capitulos se han analizado diversos metodos 
para resolver estos circuitos. 

En el capitulo, presente se estudia otro tipo de acopio, ei acopiamiemo magnetico, Cuando la in¬ 
teraction entre dos mallas tiene lugar a traves de un campo magnetico en vez de por elementos comunes, 
las mallas en euestion estan acopladas o unidas inductiva o magneticamente. 


AUTOINDUCCION 


Si la corrier.te que circula por una bobina de un circuito varia, en el transcurso del tiempo tambien 
lo hace el flujo magnetico que lo abraza, induciendose en el una fuerza electromotriz (f.e.m.), Suponien- 
do que la permeabilidad magnetica es constante, la fe.m. inducida es proporcional a la variation de 
dicha corriente, esto es, 





w 


La constante de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinduccion del elemento. En el sistema 
mksa la unidad de autoinduccion se llama henrio (H) y corresponde al coeficiente de un elemento que 
a! ser recorrido por una corriente variable a razon de 1 amperio por segundo (A/s) se induce en sus bornes 
una f.e.m. de 1 vokio. Por tanto, 1 H = 1 V ■ s/A o, lo que es igual, como 1 V 1 s es la unidad de induc¬ 
tion del campo magnetico, que se llama weber (Wb) ? 1 H = 1 Wb/A. La unidad de flujo magnetico 
0 induction magnetica por unidad de superficie se llama tesla (T), de manera que 1 T = 1 Wb/m 2 , 
En una bobina de N espiras o vueltas la f.e.m. inducida viene dada por 


v 


L 



(*) 


en donde N d(p es el flujo que abraza al circuito o flujo de acopiamiento. Combinando las (/) y (2) se tiene 



N 


d<fi 

dt 


de donde 



INDUCCION MUTUA 

Si la corriente j, que circula por la bobina 1 varia con el tiem¬ 
po (Fig. 13“ 1), se establece un flujo magnetico Una parte de 
este flujo atraviesa o abraza solamenle a la bobina l y esta parte se 
llama flujo de perdida o de fuga El flujo remanente </> 12 es el 
que atraviesa tambien a la bobina 2, como se representa en la figura. 
La tension inducida en la bobina 2 viene dada por la ley de Faraday. 

( 5 > 
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Como (f) 12 esta relacionado con la cornente / :i v 2 es proporcional a ia variacion de q con el tiempo, o sea, 


V 2 


M 


du 

dt 




en donde la constante de proporcionalidad M se llama coeficiente de induccion mutua entre las dos 
bobinas. En el sistema rnksa la unidad de induccion mutua es la misma que la de autoinduccion, el 
henrio (H). 

Combinando las (i) y (4) se obtiene 




N s 


d ^l2 

dt 


M 


dh 

dt 


y 


M 



(5) 


Con un conjunto de bobinas devanadas sobrc un mismo nucleo de hierro, la relacion entre el flujo 
y la cornente no es lineal y la induccion mutua viene dada por (5). Si el medio de acoplo de las bobi¬ 
nas es el aire, la relacion entre el fiujo y la cornente es lineal y la induccion mutua es 


M 


^^2 

ii 


(*) 


El acoplamiento mutuo es bilateral y se obtienen analogos resultados si por la bobina 2 (Fig, 13-1) 
circula una corrieme, variable con el tiempo, i 2 . Bntonces, los flujos son 0 2 , 4 > 2 i y $22 > ,r tension indu- 
cida en bornes de la bobina 1 es — M{di 2 jdt^ con lo que las Ecuaciones (d) y (d) se translorman, 
respectivamente, en 


(7) M = 


dL 


(8) M = 


n^ 2 


COEFICIENTE DE ACOPLO k 

En la Fig. 13-1 el flu jo de acoplamiento depende de ia separation y orientation de los ejes de las 
bobinas y de la permeabilidad magnetica del medio. La fraction del flujo total que abraza o acopla a 
las dos bobinas se llama coeflciente de acoplamiento k. 


Por ser (p J2 £ 4*1 V ^ el vulor maMmo de k es la unid . ad - 

El eocfitientc M se puedc cxprcsar en fuiitibn de las auto indued ones L v y L 2 de la forma siguiente. 

Muitiplicando (6) por (S), 



y sustituyendo L : = N : (j>y L 2 -- h 1 ( p 2 f l 2 en W 

M* k*L y M = k\fLZi 


ANALIS1S DE cmcunos CON ACOPLO MAGNETICO 

Para comprender mejor cl seniido del dcvanado y sus efectos en las tensiones de induccion mutua, 
las bobinas se ban representado sobre un nucleo (Figura 13-2). 
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Para asjgnar tos puntos a un par de bobinas acopladas se elige un sentido para la corriente en una 
de el I as y se coloca un punto en el terminal por el que la corriente entra en el arrollamiento. Aplicando 
la regia de la mano derecha se determina el flujo correspondiente. Fig. 13-5 (a). Ahora, en la segunda 
bobina, segun la ley de Lenz, el flujo ha de oponerse al creado por la variacion de corriente [vease Figu- 


• 


it 




* 

T 5 



> C 

> <; 


» ; 


f 



> ( 


< 





> < 


>. < 










(*) (b) 



ra 13-5(6)]. Utilizando nuevamente la regia de la mano derecha, se determina el sentido de la corriente 
natural colocando el otro punto en el terminal por el que dicha corriente sale del arrollamiento, No es 
prectso, pues, dibujar los nucleos y el diagrama queda como indica la Figura !3-5(c). 

Para determinar el signo de la tensidn de induccibn mutua en las ecuaciones en las corrientes de 
malia se utiliza la regia de los puntos, que dice; (1) Si las das corrientes supuestas entran o salen de las 
bobinas acopladas por los terminates con punto , los signos de ios tirminos en M son los mismos que los de 
los terminos en L ; (2) Si una corriente entra por un terminal con punto y la otra sale por el olro terminal 
con punto , los signos de los terminos en M son opuestos a los de los terminos L. 





La Fig. i3-6 muestra cu^ndo los signos de los terminos en M y en L son opuestos. En la Fig. 13-7 
se representan dos casos en los cuales dichos signos son iguales. 


Veamos otro ejempio de las polaridades re- 
lativas en relacibn con los circuitos con acoplo 
mutuo; consideremos el circuito de la Fig. 13-8 
en el que se han senalado los puntos y elegidas las 
corrientes en la forma representada. Puesto que 
una corriente entra por un terminal con punto y 
la otra sale por el punto, el signo de los terminos 
en M son opuestos a los de L . Para este circuito, 
el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma* 
11a, escrito en forma matricial, es 


' Z„ 

— jmM 

'ii' 



_->Af 

Tn 

.i*. 


.0 . 
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En la Fig. 13-9 aparece un circuito simple 
con acoplamiento conductivo de dos mallas, in- 
dicandose los terminates positivos. El sistema de 
ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en 
forma matricial, es 


' Z11 

-z 

I. 

1 

1 

[Vi' 

-z 

Z22 

. 1 *. 

— 

Lo. 


La impedancia Z> comun a ambas corrientes 
tiene signo negativo, ya que las intensidades h e I 2 
la recorren cn sentidos contrarios. 


Vi 


Fig.lS-9 



Prescindiendo del interior de los recuadros en la Fig. 13-8 y 13-9, ambos circuitos tienen el mismo 
aspecto, salvo los puntos en uno y los signos en el otro. Comparando (7 5) y (76) se ve como el signo ne¬ 
gativo de jaM corresponde con el de Z. 


CIRCUITOS EQUIVALENTES CON ACOPLO CONDUCTIVO 

Analiticamente es posible sustituir un circuito con acoplo mutuo por un circuito equivalente con 
acoplo conductivo. Sea el circuito de la Fig. 1340(a) y tomemos los sentidos de las corrientes I, e l 2 
como se indica, El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en forma matricial, es 


Ri + juiLti "jusM 

V 


'v,‘ 

—j&M R2 4- 3 *iLt 2 

.1*. 


V*. 



(ft) 


Fig. 13<10 


<*) 


Sean los sentidos de las corrientes en la Fig. 13-10(6) los mismos que en la Fig, 1340(a) Las inten¬ 
sidades I, e I 2 pasan por la rama comun en sentidos opuestos; la impedancia entonces es \jiaM. En U7), 
Z M = *1 + JojL v Como la corriente de malla l, pasa por la rama comun con impedancia es 
preciso insertar en el lazo (— jwM) y escribir 


Zn = Rl + JtoLi - j«M + jwM 


De igual forma, en la malla 2 


N 


+ joiLi — jiaM + 


#1 4 - jviLi 

Ri + j viLiz 


Si se escnben las ecuaciones para las corrientes del circuito de la Fig. 13-10(6) obtenemos el siste- 
ma (77), Por tanto, el circuito con acoplo conductivo de la Fig. 13-10(6) equivale al acoplado magneti- 
camente de la Figura 13-10(a). 
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El metodo anterior de andlisis no siempre conduce a un circuito equivalente fisicamente realizable. 
Esto es cierto cuando M > L x o M > L 2 

Para sustituir la conexibn en serie de las bobinas con acoplo mutuo de la Fig. 13-11(a) $e procede 
de la manera siguiente: Se aplican, en primer termino, los metodos estudiados y se obtienc el equiva¬ 
lente con pirntos de la Fig. 13-11(6). Despues se sustituye este dltimo por el equivalente conductivo de 
la Figura 13-11(c). 


}*M 


—WvV— 


y-r, 


Er^ 


(a) 


--WA*—■■ —AW/ 1- ■■ 

B> * i Ml*! + 

(b) (*) 

Flff. 13-11 


El an&lisis del circuito de la Fig. 13-1 1 (a) exige considerar los flujos magneticos para determinar los 
signos de las tensiones de induccion mutua. Con el circuito de la Fig. 13-11(6) no hace falta considerar 
los flujos, pero si la regia de los puntos. Por Ultimo, con el circuito de la Fig. 13-11(c) se pueden escribir 
directamente las ecuariones necesarias, sin prestar atencibn ni al flujo, ni a los puntos, ni a la inducdbn 
mutua. Los tres circuitos son equivalentes y tienen la misma impedancia compleja, Z — R\ 4- jo>{L x 
4- L 2 - 2M). 


Problemas resueltos 


13-1 Por el arrollamiento 1 de un par de bobinas acopladas circula una corriente de 5 amperios y los 
flujos correspondientes 0 n y <p lg son 20.000 y 40.000 maxwell, respectivamente. Si el numero de 
espiras es = 500 y N 2 = 1500, hallar L lt L 2i M y k. (1 weber = 10 s maxwell.) 

El flujo total es + tf> 12 ='60.000 Mx = 6 x 10" 4 Wb, La autoinduccibn de la bobma 1 es, 

por tanto, X.j = N^xih — 500(6 x 10~ 4 )/5 = 0,06 H. - 

El coeficiente de acoplo A; = (p l2 ! fpi = 40.000/60.000 = 0,667. 

La induction mutua M = = 1500(4 x 10~*)/5 = 0,12 H. 

Ahora bien, como M = k^JL l L 2l 0,12 = 0,667 y/0 } 06L 2} se deduce L 2 ~ 0,539 H. 

13-2 El coeficiente de acoplo de dos bobinas, = 0,8 henrios y = 0,2 henrios, es k = 0,9. Hallar 
la induccibn mutua M y la relacibn del numero de espiras 

La induccion mutua es M - k^jL x L 2 — (19^0,8(0,2) = 0,36 H. 

Sustituyendo en M = N 2 (t> i2 fi\, k4>n en lugar de 4> l2 y multiplicando por NJN if results 

if = fc—de donde NJN 2 = kLJM ~ 0,9(0,8)/0,36 - 2 

&i\ J 
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13-3 Dos bobinas de autoinducciones L, = 0,05 henrios y L 2 = 0,20 henries tienen un coeficiente de 
acoplo k — 0,5. La bobina 2 posee 1000 espiras. Si la corriente en la bobina 1 es ^ = 5 sen 400r 
determinar la tension en la bobina 2 y el ftujo mdximo de la bobina i. 


\ — 0*05 H. La tensidn en la bobina 2 


La induccidn mutua maxima es M = k % fL’^L 1 = 0,' 

viene dada por v 2 = M{dijdt) = 0,05 — (5 sen 400/) = 100 cos 400r, Como la tension en la bobina 2 viene 
dada tambien por v 2 = N 1 {d<f> xl ldt\ se obtiene 

100 cos 400* - 1000 {d^ l2 /dt) 

y 0is = 10 100cos400tdt = 0,25 x 10~ 3 sen 400/ 

El fltlio mJximn de ^ i2 es 0,25 x 10“ 3 Wb Por tanto, el miximo de es 
, 0,25 X 1(T 3 


0,5 


0,5 


= 0,5 x 10“ 3 Wb 


13-4 Aplicar la segunda ley de Kircbhoff al circuito con aco¬ 
plo magnetico de la Fig. 13-12 escribiendo la ecuacion 
en valores instanUneos. 

Examinando el sentido de arroliamiento en las bobinas se ve 
que los signos de los terminos M son opuestos a los de Jos termi- 
nos L. N6tese tambien que la tension de la induocion mutua apa- 
rece en cada bobina a causa de la corriente i en la otra bobina 
del par, 

m + L 'ft ~ M ft + ; /** + l 4 ~ M ft = ' 

o bien Ri 4- (L t -f- L 2 — 2M) ^ £ i dt — u 

13-5 Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de malla en valores instantaneos para el cir¬ 
cuito con acoplo magnetico de la Figura 13-13. 

Se eligen las corrientes i\ e i 2 como en el esquema, y se aplica la regia de la mano derecha a cada arrolla¬ 
miento. Como los flujos tienen el mismo sentido, el signo de los terminos M es igual que el de los L. Por Unto, 



di x 




dt + M di ~ v 

_ , , , dta du 

* 2*2 + *2 2 t + M & = V 



v QI 





*»)4 



■ ■ * • ■ 

ii 



) t 

* r 


> 




Fig.11-14 


- M- 


>L. 
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13-6 Repetir el problema anterior con la corriente i 2 en la forma indicada en la Figura 13-14. 

Al apiicar la segunda fey de Kirchhoff a la malla de corriente i 2 las tensiones de induccibn mutua son ne- 
gativas. Por tanto, 

+ L^( - v 

"*■ '•'?'! r — ii) + — h) — ^ dt = ® 

13-7 Dos bobiiias en serie tienen una autoinduccion equivalente L A si la conexibn es a favor y L B si 
la conexidn es en oposicion. Determinar la induction mutua M en funcion de L A y L B . 

Si la conexion es a favor, la uutoinduccidn equivalents viene dada por 

— L/± + L/2 (i) 

y se montan en oposicibn 

L b = - 2M {£) 

Restando ambas expresiones 

L a “ L b - de donde M = - L fi ) 

La solucidn indica un metodo experimental para determmar M. Basta conectar las bobinas de las dos 
formas y obtener las autoinducciones equivalentes en un puente de corriente alterna (c.a.). La induction mutua 
resultante es un cuarto de la diferentia entre ias dos autoinducciones equivalentes. 


13-8 Obtener el circuito equivalent con puntos del circuito con acoplo magnetico de la Fig. 13-15* 
Determinar la tension en la reactaneia -ylO empleando el circuito equivalents 



G ^ j5 _ G 



|(~)tofli I, 




Ft*. 13-16 


Para colocar los pantos en el circuito consideremos sciamente las bobinas y sus sentidos de arrollamiento. 
Se alimenta con una corriente en la parte superior de la bobma de la tzquierda y se coloca un punto en este 
terminal. El correspondiente sentido de! fiujo es hacia arnba en la parte izquierda del nucleo. Segiin la ley de 
Lcnz, el flujo en la bnbina de la derech.* tiene que ir tambien hacia arriba, La regia de la mano derecha 
proporciona la direction de la corriente natural Esta corriente sale del devanado por el terminal superior, que 
se senate, por tatito, con un punto, corno se ve en la Figura 13-16. 

Con la election de q e i 7 decides come aparece en la figura, el sistema de ecuaciones de corriente, en for* 
ma matrietel, es 


6 - j‘5 K -r ;3 

V 

= [ 10 

5 + j‘3 10 -F j"6 

h 

: [lO - Jl0 
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de donde 


h = 


10 5 + j3 

10 - iio 10 4- j'6 


Por tanto, la caida de tension en la reactancia -j 10 es 

v = Ij(—jlO) = 10.16 /23,95° 


13-9 Obtener el circuito eqmvalente con puntos de las bobinas acopladas magnebcamente de la Fi- 
gura 13-17 y escribir la ecuacion correspondiente. 




Asignando los puntos por los metodos del Problema 13-8 se obtiene el circmto de la Fig. 13-18. Si se 
aplica la segunda ley de Kirchhoff a la malla simple, se bene 


[ E + -(- + hi + hi + 2 Ma ~ ~ 2M C )~11 

I jb>C -J 


V 


13-10 


En el circuito acoplado magneticamente de la 
Fig 13-19 hallar la caida de tension en la rests- 
tencia de 5 ohmios, con los puntos asignados 
como indica el esquema. Despues, inverttr la 
polaridad en una bobina y repettr el problema. 
La induccidn mutua se calcula a partir de 

jX m = jky/X^ = - A« 

Hallando la corriente Ij, 

| 8 + jl 60 I 

| —3 - jl,66 0 1 

~ 3 + jl -3 - 31,66 I 

-3 - jl,66 8 + j‘6 j 

= ft.60 /~24,8° 

* 19.9 /53,8° 



La caida de tension en la resistencia de 5 fl es V, - 
Cambiando la polaridad en una de las bobinas vana 


(5)I 2 = 43 /-24,8° V. 
la matriz de imped ancias, 


resultando un nuevo va- ■ 


lor de I 3 . 
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I* - 


3 + j 1 
-3 + 70,66 


50 

0 


_ 5057-72,7° 


I 3 + Jl -3 + j9,66 
—3 + j9,66 3 + j ‘6 


132 /39,4 C 


= 3,83 /—112,1° 


La caida de tension en la resistencia de 5 fi e$ s en este caso, = {5)I 3 = 19,15 /—112.1° V 

13-11 Hallar la automduccion equivalente de la conexion en paralelo de L x y L , representada en la 
Figura 13-20(a). 

0,3 H 

—, 


h) k ^ k 

gj 0,3 H gjo.S H 



M * 0,343 H 


Fiff. 13-20 


(ft) 


La induction mutua M = = 0.7^0,3(0,81 = 0,343 H. Se dispone el circuito en la forma de 

la Fig. 13-200) y con las comentes en las mailas dibujadas, se tiene 


XU >0,043 
>0,043 >0,414 


[*] = 

Aj ^ >0,300,414} — O0,043) 2 


= >0,296 


"enlraai 1 A “ _ .;T“ 

An XU14 

Por consiguiente, la autoinduccibn equivalente de las bobinas acopladas es 0,296 H. 


13-12 Para medir el coeficiente de induction mutua de 
un par de bobinas se utiliza el puente de Heaviside 
de la Fig, 13*21. Hallar M en funcion de las otras 
constantes del puente cuando la corriente en el 
detector es igual a cero. 

Se eligen las dos corricntcs de maJla I x e I 2 dibujadas 
en cl esquema, Si I D = 0, las caidas de tension en J?! y R 2 
ban de ser iguales: 

*di = Kih (/) 

An^logamente, las caidas de tension en (/? 4 -f jcoLJ y 
(R 3 -f->i 3 ) tambien tienen que ser iguales. Sin embargo, 
en aparece una tension de induction mutua y la corrien¬ 
te en la otra bobina del par, L 5i es la suma -h I 3 . 

+ jwM{\ x 4- I a ) = I 2 (i ? 3 -j- j«L 3 ) (£) 

Llevando I 2 = a la ecuatibn (2), 



1,(^4+ #4iL 4 + j«Af) 4- (BifRttttfvM) = (i£ l /^ 2 )I 1 (i? 3 + ; w Z, a ) 

Igualando las partes real e im agin aria, 

= R^R 3 y ju(L 4 4- M 4- de donde M = 

\ "a / R i + R l 


M 
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13-13 Sustituir el circuito con acoplo magnetico de 
la Fig. 13-22 por el equivalente de Thevenin en 
1 os terminales AB. 

La tension equivalente de Thevenin V es la ten¬ 
sion a circuito abierto en los terminales AB. Con las 
corrientes 1 2 e l 2 elegidas como en la figura y haliando 
el valor de I 2 . 


u = 


Ahora bien, V' = = I 2 (4J = 2J3/- 137,8° 


5 + jS 10 

“2 + f S 0 


5 + jfi -2 + i3 
-2 + #3 6 + j6 


20 - #30 
10 + #67 


= 0.533/—137,8° 


3 



Para determmar Z' en el equivalente de Thevenin 
$e considera la tercera corriente de malla I 3 y $e calcu- 
la Z enlrad , 3 , que es la itnpedancia en los terminales de 
AB con todas las fuentes intern as iguales a cero. 


Z # 


z 


enu«d4 3 


#456 

10 + #67 


A 33 


5 T- #5 — 2 + #3 0 

—2 + #3 6 + #5 -4 

0 -4 8 

5 + ;6 -2 + #3 
-2 + #3 6 + #6 


6,74/8,5° 



Fig. 13-23 


El circuito equivalente de Thevenin se represent en la Figura 13-23. 


t3-14 En el circuito acopiado de dos mallas de ia 
Fig, 13-24 demostrar que no son necesarios los 
puntos siempre que la segunda malla sea pasiva. 

Se eligen las corrientes de malla como en el esque- 
ma y se halla el valor de I 2 . 

2 + #6 50 

±j4 0 

h '= -:— 

2 + #6 ±?4 

±#4 5 + #10 

= -50(=^j4) = 3.92/61,9° ± 90° 

-24 + #45 



£1 valor de A, no esd afectado por el signo de M y la corriente l 2 tendr& un dngulo de fase de 151,9° 
o -28,1°. Como no hay fuentes de tension en la malla no es necesario conocer la polaridad de la tensibn de 
induccion mutuar. Las caidas de tension en las impedancias dejas mallas son iguales en valor absoluto y di- 
fieren 180° en Ja fase. La potencia en una impedancia no se ve afectada. Tambien se verifies que ^ es iden¬ 
tic© para uno u otro signo en la induccibn mutua. 


I 
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13-15 Hallar, en el circuito de la Fig. 13-25, el valor de R L que da lugar a un maximo de potencia trans- 
ferida despues de elegir Ta mejor conexidn para las bobinas y determinar el valor del coeficiente 
de acoplo k. 




Fig.13-26 


La impedancia deJ circuito a la izquierda de AB ha de ser minima. Expresando la impedancia de esta 
parte del circuito, 


Z - 6 — j‘5 + j 12 + jl2 ± j2X M = 5 + ;19 ± j2AtV12<12) 

Para que la impedancia sea minima, la reactancia debe ser nula* en consecuencia, el signo adecuado para la 
mutua es el negative. 

19 - 2k^Z\2{\2) = 0 de donde k = 19/24 = 0,792 

La conexidn representada en la Fig. 13-26 da iugar a que el signo de las tensiones de induccidn mutua 
sea negativo como es preciso; entonces, la impedancia del circuito a la izquierda de AB ts de 5 ft, resistenda 
pura, y la potencia maxima se tiene cuando R L = R 9 = 5 0. 


13-16 El circuito de la Fig. 13-25 tiene una resistenda de carga R L - 10 ohmios y una fuente V = 5Q/Q° 
voltios. Con las dos conexiones posibles de las bobinas y k variable desde 0 a 1, hallar el margen 
de potencias que se puede suministrar a la resistenda. 


Con el acoplamiento representado en la Fig. 13-26 el signo de la induccidn mutua es negativo y la impe¬ 
dancia total del circuito, incluyendo la carga, es Z T = 5 — jS + jll + j 12 - >24Jt + 10. Sea k ~ 1; en¬ 
tonces, 


Z r - 15 -/5 = 15,8 /" 18,45° . 


Z T 15,8/-18,45° 


50/fT 


= 3-16 /18,45° 


La potencia en la resistencia de 10 ft es P ~ RI 2 = (10)(3 > 16) 2 = 100 W, 


Sea ahora k = 0; entonces, 


Z T = 15 + jl 9 = 24,2 /51,7° , I = 50/0° /(24,2 /51,7° ) = 2,06 /-51,7 3 

La potencia en la resistencia de 10 ft es (10)(2,06) 2 = 42,4 W. Con k = 0,792, P mil ™ 11] W. 

Cambiese la conexion de las bobinas para obtener un signo positive en la induction mutua. La impe¬ 
dancia, en tal caso, es Z T = 15 + y 19 + Jk24. 

Sea k = 1; entonces, 


Z T = 15 + ;43 = 45,6/70,8°, I = 50/0° -(45,6 /70,8° ) = 1,095/ -70,8° 

La potencia correspondiente P — RI 2 - (101(1,095J 2 = 12 W. 

Por consiguiente, en la resistencia de 10 ft puede esperarse una potencia entre t2 y 100 W, 
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13-17 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo magnetico de 
la Figura 13-27. 

Elegidas las corrientes I t e I 2 como se indica, la ecuacidn matricial es 


3 + jl -3 - }2 

'll' 


"eo/of" 

-3 - ;2 8 + j’6 



0 



Pig. IS-27 Fig, 13-28 

Se eligen las comentes de malla en el circuito con acoplo conductivo con los mismos sentidos que en el 
circuito con acoplo magnetico, De la matriz de impedancias, Z l2 - -3 ~ J2. Como las comentes pasan 
por la rama comun en sentidos opuestos, la impedancia precisa en la rama es 3 4- jl . La impedancia propia 
de la malla 1 es Z u = 3 + j\, For canto, hace falta en la malla una impedancia -jl. De lgual forma, pues- 
to que Z 22 = 8 + J6, la malla necesita una impedancia de 5 + J4 t ademis de los elementos de la rama co- 
mtin, como se ve en la Figura 13-28. 

13-18 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo mutuo de la Fi¬ 
gura 13-29. 


v 


S-j4 




Pig. 13-29 


Fig. 13-30 


Se eligen las corrientes I 2 e I 2 y se escribe la ecuacidn matricial en las comentes de malla. 


7 + j‘8 

-2 - jl2 

V 


V 

-2 - j‘12 

6 -f #19 



0 


Las corrientes de malla en el circuito con acoplo conductivo pasan por la rama comtin en sentidos opues¬ 
tos Puesto que Z 12 en la matriz de impedancias es —2 — 712, la impedancia de esta rama ha de ser 2 + j 12, 
Tambien, de la matriz de impedancias, Z n = 7 + ;8 y Z 32 =■ 6 + ;19. Entonces, las impedancias que fal- 
tan en las mallas 1 y 2 del circuito equivalente son, respectivamente, 

Z t = (7 + ;8) - (2 + ;12) = 5 - j4 y & + - (2 + Jl2) - 4 + j7 

El circuito equivalente acoplado conductivamente es el de la Figura 13-30. 
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Problemas propuestos 

13-19 Dos bobinas tienen un coeficiente de acoplo k = 0,85 y la bobina 1 posee 250 espiras. Con una corriente 
'i = 2 amperios en la bobina 1, el flujo total ^ es 3,0 x 10“ + weber. Si se reduce linealmente a cero en 

dos milisegundos, la tension inducida en la bobina 2 es de 63,75 voltios. Detenninar los valores de L, L 2 M 
y JV a . Sol. 37,5 mH; 150 mH; 63,8 mH; 500. ? ’ 

13-20 Dos bobinas acopiadas tienen N t = 100 y N 2 = 800 espiras, con un coeficiente de acoplo 0,85. Con la bobi¬ 
na 1 abierta y una corriente de 5 amperios en la 2, el flujo vale 3,5 x 10“* weber Hallar L L 2 y M 
Sol. 0,875; 56; 5,95 mH. 

13-21 Si dos bobinas identicas tienen una autoinduccion equivalente de 0 S 08Q henrios asociadas en serie con el mis- 
mo sentido, y 0,035 henrios en serie, pero en oposicion, icuiles serin los valores de L lt L 2i M y kl 
Sol. L t = 28,8 mH; L 2 = 28,8 mH; M - 11,25 mH; 0,392. 

13-22 Dos bobinas acopiadas con L x = 0,02 henrios, L 2 = 0,01 henrios y k = 0,5 sc conectan de cuatro formas 
diferentes: en serie, a favor; en serie, en oposicidn; en paraklo con las dos dispositions del sentido de los arro- 
llamientos. i Guiles son las cuatro autoinducciones equivalences? Sol 15,9; 44,1; 9,47; 3,39 mH. 

13-23 Dos bobinas identicas con L = 0,02 henrios tienen un coeficiente de acoplo k = 0,8. Hallar M y las dos auto- 
inductions equivalentes con las bobinas en serie, a favor y en oposicidn. Sol. 16; 72; 8 mH. 


13-24 Dos bobinas cuyas autoinducciones estin en la relacidn cuatro a uno tienen un coeficiente de acoplo-1 = 0,6. 
Si estin en serie con arrollamientos en el mismo sentido, la autoieduccidn equivalente es 44,4 mH, Hallar L lr 
L 2 y M , Sol. 6; 24; 7,2 mH. 


13-25 Dos bobinas de autoinducciones L i - 6,8 mH y 
L z = 4,5 mH se conectan en serie a favor y en opo- 
stcidn. Las autoinducciones equivalentes de estas dos 
conexiones son 19,6 y 3 mH, respectivamente. Hallar 
los valores de M y k. Sol. 4,15 mH; 0,75. 

13-26 Elegir las corrientes de malla para el circuito aco- 
plado de la Fig, 13-31 y escribir las ecuaciones en 
valores instant^neos, Obtcner cl circuito equivalente 
con puntos, escribir las ecuaciones y comparar los 
resultados. 



13-27 Dibujar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopiadas de la Fig. 13-32 y hallar la reactancia in¬ 
duct! va equivalente. Sol. y 12. 





^ «v 

- a- c 

KV 



p—p 

< 

_ 

J'B 

U ^ 

r 






Fig, 13-32 


Fig,13-33 


13-28 Obtener el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopiadas de la Fig. 13-33 y escribir la ecuacidn en 
valores instant&neos. 
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13-29 Representar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-34 y hallar la corriente I. 
Sol. 4,47 /26,7° A. 





Fig. 13-34 



13-30 Obtener el circuito equivalente con puntos para las Ires bobinas acopladas de la Fig. 13-35 y hallar la auto- 
induccidn equivalente en los terminales AB . Todos los coeficientes de acoplo son 0,5. Sol. 0,239 H. 

13-31 Obtener el circuito equivalente con pantos del circuito de la Fig. 13-36 y hallar la impedancia equivalente en 
los terminales AB. Sol. 2,54 -f- j’2,26 Q. 

13-32 En el circuito de la Fig. 13-36 invertir el sentido de arrollamiento de una bobina y hallar la impedancia equi¬ 
valente. Sol 2 t 53 + jO,23& fl. 


it 


5 





<1 




1 


;3< 


> 

<j 

, 


C 




* 




l _ 

c 



-VWV^— 



'TOP* ' ... 

* * 1 




PiK.I3.J6 Fig.lS-3T 

13-33 Hallar, en el circuito serie de la Fig. 13-37, el valor del coeficiente de acoplo k y colocar los puntos en las bo- 
binas de forma que el circuito este en resonancia serie, Sol. k = 0,177, 

13-34 Hallar el valor del coeficiente de induction mutua k en el circuito de la Fig, 13-38 y colocar los puntos en 
las bobinas de manera que dicho circuito serie entre en resonancia. Sol. k — 0,112. 



Fig, 13-SS Fig. 13-39 

13-35 En el circuito representado en la Fig, 13-39 hallar d coeficiente de acoplo k y situar los puntos de forma que 
la potencia de saiida de la fueme de 50/0" voltios sea 168 vatios. Sol. k = 0,475. 
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13-36 En relacidn con el problema anterior, hallar la potencia de ta salida de la fuente cuando 
Utilizar el valor de k hallado en el Problema 13-35. Sot. 54,2 W. 


193 

se invierten Jos puntos. 


13-37 Hallar, en el circuito acoplado de Ja Fig. 13-40, la 
relation de tensiones V 2 /Vj para que la corriente I x 
sea cero. Repetir el problema para I 2 cero. 

SoL I >414 /—45° ’ 0,212/32°. 

13-38 En el problema anterior, £que tension aparece en la 
reactancia y'8 ohmios cuando V t es 100/0° voltios e 
= 0 amperios? 

SoL 100/0° V (+ en el puoto). 



Fig. 13-40 


13-39 En d circuito acoplado de la Fig, 13-41 hallar la reactancia de induction mutua/coM si la potencia disipada 
en ta resistencia de 5 ohmios es 45,2 voltios. Sol. JA 11. 




1340 Determmar, en el circuito acoplado de la Fig. 1342, las componentes de la corriente I 2 originadas por cada 
una de las fuentes V! y V 2 , SoL 0,77 /112,6° ; 1,72/86° . 


1341 Determinar el valor del coeficiente de acoplo k en el circuito de la Fig. 1343 si la potencia disipada en la 
resistencia de 10 ohmios es 32 vatios. SoL 0,791. 


• 


2ft/0° ( 


• ;8 


: 10 


Fig, 13-43 



1342 En el circuito de la Fig. 1344 hallar la impedancia de carga Z L que da lugar a la transference de potencia 
maxima en ios terminales AB. SoL 1,4 - /2,74 13, 


1343 En el circuito acoplado de la Fig. 13-45 hallar la impedancia de entrada eo los terminales de la fuente. 
Sol. 3 + /36,3 13. 


1344 En el circuito de la Fig, 1345 hallar la tensidn en la reactancia J5 ohmios si la fuente es V = 50/45° voltios 
Sol. 25,2 /49,74° V, 1 - 



Fig. 13-45 Fig. 1346 

1345 Hallar la impedancia equivalents del circuito acoplado de la Figura 1346. Sot. 1 +/1,5 13. 


http://www.leeydescarga.com 













































rate en 


194 

13*46 


1347 


http://www.leey descargaxom _ 
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Obtener el circuito equivalente de Thevenin en los terminates AB del circuito acoplado dado en la Figura 13^7. 
Sol. Z = 2 + j'6,5 ft; V' = 5 + ;5 V. 

En el circuito acoplado de la Fig. 13-47 obtener el circuito equivalente de Norton en los terminates AB, 

Sol Z = 2 + ;6,5 Cl; I = l,Q 4/-27,9 & A. 



13*4$ Obtener el equivalente de Thevenin en los terminates AB del circuito acoplado de )a Figura 13-48. 

Sol. T = 8.63 /48,75* ft; V' = 4,84 /-34,7" V. 

13-49 Hallar el equivalente de Norton del mismo circuito de! problema anterior. 

Sol Z‘ = 8,63 /48,75° ft; l = 0,56 0/-83,4* A. 

13-50 En el circuito de la Fig. 13-49 hallar la impedancia de entrada en los terminates de la fuente de tension V. 
Sol 7,06 + ;3,22 ft. 



Fig. 13-49 Fig. 13-50 


13-51 Hallar la impedancia equivalente en los terminates AB del circuito acoplado de la Figura 13-50. 
Sol. 6,22 + j4,65 ft. 
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Capitulo 14 


Sistemas polifasicos 


INTRODUCaON 

Un sistema polifdsico estA formado por dos o mAs tensiones iguales con diferencias de fase cons¬ 
tants que suministran energia a las cargas conectadas a las lineas. En un sistema de dos fases. o bifAsice, 
la diferencia de fase entre las tensiones es de 90°, mientras que en los trifAsicos dicha diferenda es de 120°! 
Los sistemas de seis o mis fases se utilizan a veces en recttficadores polifAsicos para obtener una tension 
rectificada poco ondulada, pero los sistemas trifAsicos son los comtinmente utilizados para la genera¬ 
tion y iransraisiOn de la energia electrica. 


SISTEMAS B1FASICOS 

La rotacidn del par de bobinas perpendiculares de la Fig, 14-1 (a) en un campo magntiico constante 
da lugar a tensiones inducidas con un defase constante de 90°, Si las bobinas tienen el mismo ntimero 
de espiras, los fasores de tension y las tensiones instantineas tienen valores iguales, como se observa 
en sus diagramas respectivos en las Figuras 14-1 (A) y (c). 



Fig, 14-L Sistema biftsico 


El diagrama fasorial de tensiones de la Fig. 14-1 (6) tiene como referenda = F^k^./Q 0 y la 
tensidn \ AS = ^1 ^/90° . Si se unen los extremos A 1 y B' de las bobinas constituyendo la linea N, el 
sistema bifAsico estA formado por las tres lineas A, B y N. La tensidn compuesta entre las lineas o fases 
A y B (tension de linea) es superior a la tensiOn simple entre una linea y neutro (tension de fase) en el 
factor ^/i, que se obtiene de la suma \ Aa = + V BN = V^,J90 a + ^,„./180° = ./2^ hl ../135° . 


SISTEMAS TRIFASICOS 

Las tensiones inducidas en las tres bobinas igualmente espaciadas de la Fig. 14-2(a) presentan una 
diferencia de fase de 120°. La tension en la bobina A alcanza el mAximo en primer Urmino* luego lo 
alcanza B y despues C; la secuencia en ABC. Esta secuencia es evidente a partir del diagrama fasoh&l 
con su rotation positiva en sentido contrario al de las agujas del reloj* ya que los fasores pasarAn por 
un punto fijo en el orden A-B-C-A-B-C * , y tambien se ve en el diagrama de tensiones iostamincM 
dc la Fig. 14-2(cj que los maxim os se suceden en el mismo orden. 
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SiSTEMAS POUFASICOS 


[CAP. 14 




La rotation de las bobinas en sentido opuesto daria lugar a la seeuenda CBA representada en la 
Figura 14-3. 




Fig. 14-3. Secuencia CBA 

Aunque la m^quina esquetnatizada en la Fig. 14-2(tf) es teoricamente correcta, en la pr&ctica se 
presentan limitadones que se oponen a su utilization, Por ello, es el campo magnetico el que gira nuen- 
tras que el devanado trif&sico permanece fijo : 

La conexidn de los extremos A' f B' y C* [Fig. 14-4(a)] da lugar a un alternador en estrella. Con 
la conexfdn de A y B\ B y C\ C y A f en la Fig. 14-4(6) resulta un alternador en tridngulo. 




Fig. 14 A 


En la conexioa en estrella las corrienies de bobina y de linea son iguales y la tension compues- 
ta entre Lineas 71 veces la tension simple de bobina. En la conexion en trianguio la tension compueSta 
entre lineas es igual a ia simple de bobina, pero la comente de esta es 1/73 veces la corriente de linea. 

(Vease Problema 14-2.) . + 

En una y otra conexion las Lineas A, B y C proporcionan un sistema infisico de tensiones, El punto 
neutro de la conexion en estrella es el cuarto conductor del sistema trifasico de cuatro conductores. 
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, ^ a t Cl ^ CC1 f n ^ U ? a tensi6n como referenda con un angulo de fase nulo determina Jos amniJos de 
e todas Jas demas tensiones del sistema. Como referencia se toma V BC , Los triangulos de las Fieu- 
ras 14-5(a) y (b) representan todas las tensiones para las secuencias ABC y CBA. ^ 



Vab - V t /12Q° 

Vex - VliM 0° 

Van = jV^/Vs )/90° 
V 0W = (V l /V3) /-30 d 

Vcn = (Vl/VZ }/—150° 



fa) Secuencia ABC 


(6) Secuencia CBA 


Vjiu 

= Vj/S40 o 

Vflc 

= v L Zoi_ 

Vex 

= v,/m» 

Vxn 

= (ViJVa >/-9o° 

Vbs 

- (Vj/v^l/ao 0 

VcN 

- jyjVz)mw 

CBA 



Fig. 14-5 

La tension del sistema es la tension compuesta entre cuajquier par de lineas, Ay B By CoCv A 
En el sistema de cuatro conductores e! valor de la tension simple o de fase de Knea a neutro es 1/ /J veces 

de P «T Cntre UneaS ' P ° r ejempl0 ’ Cn Un SiStClna trifisic °* CBA ’ de cuatr0 ^nductores 

de 208 voltios^as tensiones compuestas entre lineas son de 208 voltios y las simples de linea a „™rm 

v n - 120 Fis ,:tw v"™” tos ^ ^ srs 

V BC _ 208/0., - 208/240 , \ CA = 208/120/, = I20/-90/, V m = 120/30° y V CN = 120/150/! 


CARGAS EQUILIBRADAS EN UN SISTEMA TRIFASICO 


EjempJo 1. Un sistema tnfasico ABC de tres conductores y 1 JO voltios alimenta a una conexion 
de tres impedanaas iguales de 5/451 ohmios, Determinar las intensidades de corrieme en las lineas 
dibujar el diagrama fasorial. 


en triangulo 
I a> h e l c y 



*CA 



traza el esquema del circuito con las tensiones en laTorma indicada en la Fig. 14-6. Los sentidos oositi 
de las corrientes son Jos indicados en el diagrama. Entonces 


he 

v AB 

z 

110/120/ 

5/45° 

= 22/75° 

= S.7 + j'21,2 

Ifir 

_ Vbc 

z 

110/0° >_ 
5/45° 

22/—45° 

= 15,55 - j 16,55 

ICA 

> C I M 

M 

110/240° 

6/46° 

= 22/195° 

= -21,2 - j'5,7 
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Aplicando la primera ley de KirchhofT a cada vertice dei triAngulo de carga, 

Ia = Iab + Iac - 2BZZ1 0 " 22Z1S5? = 38,1/46? 

Is = la a + he ~ -22/76? + Z2 /-4 5° = 38,l /-75° 

I c = I CA -b l CB = £2/195° - 22 /—45° - 38,1/165? 

El diagrama fasorial de la Fig, 14-7 represent# las corrientes equilibradas en las lineas de 38,1 A, con An¬ 
gulos de fase de 120° entre ellas. 

En una carga equilibrada coneclada en triangulo la tension compuesta entre lineas y la simple defuse 
son iguales y la corriente en la linea es ^3 veces mayor que la corriente en la fase . 

Ejemplo 2, Un sistema trifAsico CBA de cuatro conductors y 208 voltios alimenta a una carga equilibrada 
conectada en estrella con impedancias de 20 /-30" ohmios. Hallar las corrientes en las lineas y dibujar el diagra¬ 
ma fasorial. 



Fig-14-8 



Se fraza el esquema del circuito y se escriben en el las tensiones simples entre Knea y neutro, utihzanda la 
Fig. 14-5(£). Se eligen las corrientes tal como se ha senalado en la Fig. 14-8 con retomo de todas ellas pQf el 
conductor neutro. En estas condiciones. 


U - -s 


Van 

Z 


= 


~z~ 

VfL’Al 

~r 


120/-90° 
20 /-30° 

120/30° 

20/EM! 

120/150° 


6.0 /—60° 
6,0/601 
6,0/180° 


Suponiendo positive ei sentido dt 


U = -I 


20 /—30° 

la corriente en el neutro hacia la carga, se tiene 
I B ^ i c ) = —(6,0 /—60° + 6,0/60/ + 6,0 /180° ) = 0 


El diagrama fasonal de la Fig. 14-9 representa las comentes equilibradas de linea, estando cada una de ellas 
adelantada respecto de la tension simple correspondieme en el Angulo de la impedancia respectiva. 


En una cargo equilibrada conectada en estrella las corrientes en las tineas y en las fuses sort iguales. 
La corriente en el neutro e i cero y la tension compile??** entre lineas es *J3, mayor que la tension simple 
de fase , es decir , V L = % /3 V ¥ , 


CIRCUITO EQUIVALENTE MONOFASICO PARA CARGAS EQUILIBRADAS 

De acuerdo con las transformaciones Y-A estudiadas en el Capitulo 12, un conjunto de tres impe- 
dancias iguales, Z A , en una conexion en triangulo equivale a un conjunto Z Y de tres impedancias iguales 
conectadas en estrella, siendo Z r = (1/3)Z A . Entonces es posible un calculo mas directo del circuito 
en estrella para cargas equilibradas trifasicas de cualquier tipo, 
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El circuito equivalence monofAsico unifilar esta formado por una fase del circuito trifasico de cua- 
tro conductors, conectado en estrella de la Fig. 14-10, con una tension que tiene el m6dido de la tension 
simple de fase y un Angulo de fase nulo. La corriente de linea calculada para este circuito tiene un An¬ 
gulo de fase respecto del angulo cero de la tension. Por tanto, las intensidades reales de linea 1^, I B e I c 
tendrAn un de fase, en adelanto o en retraso, respecto de las correspondientes tensiones simples de este 
mis mo Angulo. 



VlnISI 


Fig. 14-10. Circuito monofasico equivalence 



Ejemplo 3, Calcular las corrientes de linea del Ejemplo 1 por el mAtodo del equivalente monofAsico. 


Se dibuja el circuito unifilar y se seftala con A la carga, indicando que 
las imped ancias reales esta ban conectadas en triangulo. La impedancia del 
equivalente en estrella es 

Zy = ZJZ - (5/3)/45 Q 
y la tension simple de linea a neutro es 

V LN = VJyfl = 110/V3 = 63.5 
Entonces, la corriente en la linea es 


Vlw_ 63,5/Of 
2 (5/3)/45° 


38,1 /—45° 


63,5/01 (6/3J/451 




Fig, 14-11 


Puesto que esta corriente retrasa respecto de la tension un Angulo de 45°, las corrientes de linea I,*, I e e I c 
retrasan respecto de sus correspondientes tensiones, V^, \ BH y V cjv en 45 s . Los Angulos de estas tensiones se 
obtienen del triAngulo ABC de la Fig. 14-5(a)> Seguidameme se dan las tensiones simples de linea a neutro y las 
corrientes correspondientes. 

\ Aff = 63,5/90° l A ~ 38,1 /90° - 45° 

V 0N = 63>5 /—30° I B = 38.1 /—30° - 45° 

V CN = 63,5 /—150° I c “ 


jH 38.1/45° 

= 38.1 /—?5° 
= 38,1 /—195° 


Estas intensidades de corriente son identicas a las que se obtuvieron en el Ejemplo 1, Si se desean las corrientes 
de fase en las impedancias conectadas en triangulo, se pueden obtener a partir de la expresion l F = 

38, \fs/l ~ 22. Los Angulos de fase de estas corrientes se deducen estableciendo primero los Angulos de las ten¬ 
siones compuestas entre Jineas, determinando despuAs las corrientes con un retraso de 45°. 


v« = 110/1205 

l Ali - 22/120° - 45° 

= 22/75° 

V ac = 110/1° 

l„r = 22/0° - 45° 

= 22/—45° 

VcA = 110/240° 

IrA = 22/240° - 45° 

= 22/195° 


CARGA DESEQLIUBRADA CONECTADA EN TRIANGULO 

La solution del problema de la carga desequilibrada con conexion en A se obtiene calculando las 
corrientes de fase y aplicando despues la primera ley de Kirchhoff a los nudos principals para deducir 
tas tres corrientes de linea* Estas ni serAn iguales ni presentaran una diferencia de fase de 120 , como 
ocurna en el ca$o de cargas equilibradas. 
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Ejemplo 4. 

Un sistema trifasico ABC de tres conductores y 240 voltios liene una carga conectada en tri&ngulo con 
Zab - 10/0°' %BC = 10/3(T y Z C4 = 15/ . Obtener las tres corrientes de linea y dibujar el diagrama fasonal. 




Construido el esquema del circuilo, Fig. 14-12, con las correspondientes tensiones, las corrientes de fase, 
como se ve en la figura, son independientes y vienen dadas por 




240/120° 


V, 


- 24/120°, W = ~ 7 L - 24/^30? , I, 


CA 


Z AII ■ 10/0£ ’ ‘" l Z »-' 

Aplicando la primcra ley de KfrchhotT a los nudos de la carga se tiene 

1 A = I AB -- I,C - 24 /120° - 16/270." = 38,® 

Ib = Iaa + 1st = -24/120^ + 24tM! = < Mt«° 

If = I ( a + Icn = 16/270° - 24 /—30° = 21,2 /190,9 

El diagrama fasonal correspondiente se ha representado en la Figura 14-13. 


V fA 


- 16/270° 


CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCTORES 

En un sistema de cuatro conductores, por el neutro circulara corriente cuando la carga este desequi- 
librada y la tension en cada una de las impedancias permanecera constante con el valor de la tension 
simple de fase o linea a neutro. Las corrientes de linea son distintas y no estan defasadas 120 . 

Ejemplo 5. 

Un sistema trifasico CBA de cuatro conductores y 208 voltios alimenta una carga conectada en estrella con 
Za = 6 ^o°, Z B = 6/30° y z c - 5/451. Obtener las tres corrientes en las lineas y en el neutro. Dibujar el diagra¬ 
ma fasoria). 



Fig. 14-14 
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Se construye ej esquema del circuito como en la Fig. 14-14. Se aplican las tensiones y se eligen las corrien¬ 
tes como se han dibujado, Las intensidades son independientes y vienen dadas por 


L = 


Van „ 120 /-QQ* 

Ia 


= 20 /-90 0 . 1 B = 20^0_°, I c = ^ = 24 /105° 


"A 1 ' Z B ” ' ' c " Z c 

Por el conductor neutro drcula una corriente cuya intensidad es la suma de las intensidades de tinea 1^,. T fl e I c . 
Suponiendo que el sentido positivo de I*, es hacia Ea carga, 

- “(U + In + I ( ) = —(20 /—90° + 20/0° + 24 /105° ) = 14,1 /—166,9° 

El diagrama fasorial es el representado en la Figura 14-15. 


CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES: 

Si solamente hay tres lineas A, B y C conectadas a una carga en estrdla desequilibrada,' el punto 
comun de las tres impedancias de carga no esta al potential del neutro y se designa por la letra en 
liigar de N. Las tensiones entre los extremes de las tres impedancias pueden variar considerabiemente 
desde el valor de la tension simple como se ve en el triangulo de tensiones que relaciona todas las ten¬ 
siones del circuito. Tiene particular interes el desplazamiento a «{?» desde /V, tension de desplazamiento 
del neutro. 


Ejemplo 6, 


Un sistema trifasico, CBA, trifilar, de 208 vottios, tiene una carga en estrdla con Z A = 6/0°, Z B = 6/30° 
y Z c = 5 /45° . Obiener las corrientes de tinea y la tension en cada impedancia, Construir el triangulo de tensio¬ 


nes y determinar la tension de desplazamiento del neutro, V 0jV . 

Se dibuja el esquema del circuito y se eligen las corrientes 
de malla Ij e I 2 como en la Fig. 14-16. El sistema de ecuacio- 
nes en forma mairicial en las intensidades 1 4 e I 2 es 


’g/ 0_° + fi/30° 

—6/30° 

Y 


203/240/" 

—G/30° 

0/30° + 5/45° 

i. 


208/0^ 


de donde I, = 23,3/261,1/ A e l 2 = 26,5/ z 63£ A. Las co- 
rrienies en las lineas l A , l B e l Ci con el sentido dado en d es¬ 
quema, valen 



\ A = I t = 23,3/261^1!... 

\ e = \ i m I t - 26,5/ —63,4° - 23,3/261,1° 

= 15,45 /- 2,5° 

! c = -| 2 = 26,5 /116,6° 

Las tensiones en las tres impedancias vienen dadas por 
los produeios de las corrientes en las lineas por las impedan¬ 
cias correspondientes. 

= Z A \ A = (6/0° 1(23,3 /261,1° ) = 139,8 /261,1° 

Ypo = Z B \ B = (6/301 )U 5,45 /-2,5° ) = 92,7 /27,5° 

V co = Z c \ c - {5/45/ )(26,5 /l 16,6 ° } - 132,5 /161,6° 



El diagrama fasorial de estas tres tensiones, Fig. 14-17, 
forma un triangulo equilatero. En la Fig. 14-18 se ha dibujado 
nuevamente este triangulo, anadiendo del neutro, con lo que 
se puede observar la tension de desplazamiento V 0N . Esta 
tension puede calculate utilizando cualquiera de los tres pun- 
tos A t B o C y siguiendo la notacidn convencional del doble 
subindice, Utilizando el punto A se obtiene 

V 0jV = V OA + = -139,8 /261,1° + 120/ -90° 

= 28,1/39,8° 
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CARGA DESEQUILIBRADA EN ESTRELLA CON TRES CONDOCTORES 
METODO DEL DESPL A Z AM TENT O DEL NELJTRO 


En el Ejemplo 6 se ha obtenido la tension de desplazamiento del neutro V 0N en funcion de las ten- 
siones de carga. Si se determina una relacion para independiente de las tensiones de carga, las co- 
rrientes y tensiones buscadas en el Ejemplo 6 se obtendran con mayor facilidad, como puede verse en 
el Ejemplo 1. 

Para obtener la tension se escriben las corrientes A 

de linea en funcion de las tensiones en las cargas y las 
admitancias de carga. 


I = V Y 

T AO X A* 


T - V Y 

T BO * B 


I = V Y 

X C V CO 1 c 


V) 


Aplicando ahora la primera ley de Kirchhoff en el punto O , 
Fig. 14-19, se podra escribir 

+ 1 D + h’ “ 0 ( 2 ) 

o bien V AO Y„ + V B0 Y„ + Y,„Y C = 0 (.?) 

Utilizando el diagrama de la Fig. 14-18 se pueden expresar 
las tensiones V A0 , \ BO y V co en funcion de sus tensiones 
componentes, 

V 


Fig. 14*19 


V = V 

T AO ' AN 


V = 

1 BO 


V + V 

T BN r T NO 


V = V 


+ V 

CN NO 


Llevando (4) a (J) se tiene 

(V, M 4- V^Y, + (V BK + V,JY fl + (V CN + V, 0 )Y C - 


de donde 


An A 


V Y + V Y 

T BN x a 1 T ON 1 o 


+ Y B + Y c 



(•*> 

(5) 

(5) 


Las tensiones \ AN , V BV y V CjV en la ecuacion {6) se obtienen del triangulo de la Fig. 14-5 para la 
secuencia dada en el problema. Las admitancias Y^, Y fi e Y c son los reciprocos de las impedancias de 
carga Z A , Z B y Z c . Por tanto, puesto que todos los terminos de (d) o son datos o se obtienen con facili¬ 
dad, puede calculate la tension de desplazamiento del neutro y utilizarla luego para determinar las 
corrientes en las lineas. i 


Ejemplo 7. 

Obtener las corrientes en Jas lineas y las tensiones en las 
cargas del Ejemplo 6 por el metodo de la tension de desplaza¬ 
miento del neutro. 

Observando la Fig. 14-20, ia ecuacion para ia tension de 
desplazamiento del neutro es 


W-N ^ e 


. , V A + V a ^ Y c 

siendo 

Y, = l/(6/0/) = 0,166 7/0" = 0,1667 


Y* = 1 /(6/30" ) = 0,1667 /-30^ ^ 0,1443 - >0,0833 


\ c = i/(5/45/ ) = 0,20 /—45^ = 0,1414 - >0,1414 

Y^ + Y b 4- Y c = 0,4524 - >0.2247 



- 0.504 /-26,5* 

y V„ i¥ Y^ - 120/-%/ (0,1667/01) - 20 /-90- = - j2d 

Y fl = 120/30/ (0,1667/ —30° ) = 20/01 - 20 

V CN Y r ^ 120 .1 Mr (0,20 /-45° ) - 24/105/ - -6,2 + >23,2 

V „,v Y^ + V w Y* + V„ Y c - 13,8 + >3,2 - 14,1 /13,1" 
Por tan to, V ow - 14,1 /13,11 /0,504 /-26,5 f! = 28,0 /39,6° 


http://www.leeydescarga.com 






























Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.cqm 


CAR I4 J siSTEMAa fguiavlos 203 

neut«f S * enS10nCS '^ B0 y ^ co se obdenen a partir de V N0 y de la correspondiente tension simple de linea a 

V,o = Van + v «o = 12 0/-90° - 28.0 /39,6° = 139.5 /261.1° 

V*o = V ai , + \ m = 120/30° - 28, 0/39,6° = 92. 5/27,1° 

V co = V CN + V„ 0 = 12 0/150° - 28,0 /39,6° = 132, 5/161,45° 

Las comemes en las Uneas se obtienen Jdcilmente de las tensiones y correspondienles admitancias de carga: 
1 A = Vao Y, = 139,5 /261,1° (0,1667/0^) = 23,2 /261,1° 

h = v bo Va = 92,5 /27,1° (0,1667 /-30°) = 15, 4/-2.9° 

*c = V co Y c = 132,5 /161,45° (0,2 0/-45°) = 26, 5/116,45° 

Las corrientes y tensiones anteriores estin de acuerdo con las obtenidas en el Ejemplo 6. 


POTENCIA EN CARGAS TRIFASICAS EQUHJBRADAS 

Como por las impedancias de las fases en cargas equilibradas, triAngulo o estrella, circulan corrien¬ 
tes iguales, la potencia por fase es un tercio de la potencia total. La tension entre los extremes de la im¬ 
pedancia Z A , Fig. 14-21(a), es la tensidn compuesta entre Uneas y la corrienle es la corriente defuse. El 
angulo entre la tensidn y la intensidad es el de la impedancia. Entonces, la potencia por fase es 

P f = VJ F cos 6 (7) 


y la potencia total 


P T = 3 VJ T cos 6 (8) 

Puesto que en las cargas equilibradas en A, l L - ^/Tl F , 

p T = yr v L j L cos e (p) 

Por las impedancias conectadas en la estrella de la Fig. 14-21 (f>) 
circulan las corrientes de linea y la tensidn en Zy es la tension 
simple de fase. El angulo entre ellas es el de la impedancia. En¬ 
tonces, la potencia por fase es 


P F = V F I L cos 0 

m 

y la potencia total 


P T = 3 V F I L cos B 

an 

Puesto que V L = *JTv Ft 


Pj = cos ® 

an 




Fig.14-21 


Las ecuaciones (0) y U2) son identieas, por tanto, la potencia total en cualquter carga tnftsica eqw- 
librada viene dada por JSv L I L cos 0, siendo 6 el angulo de la impedancia de carga o el Angulo en una 
impedancia equivalente en el caso en que varias cargas equilibradas sean alimentadas por el mismo 
sistema 

La potencia aparente total S? y la potencia reactiva total Q? est&n relacionadas con P Ti como se 
vio en el Capitulo 7. Por consiguiente, una carga trifasica equilibrada tiene unas potencias activa, apa¬ 
rente y reactiva, que vienen dadas por 


P T = \/3VjI l cqsQ 


S t = V2V l I l Q T = V3V L I L sen9 


(13) 
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VAT1METROS Y CARGAS EN ESTRELLA CON CCATRO CONDUCTORES 

LJn vatimetro es un aparato de medida con una bobina de tension y otra de intensidad, dispuestas 
de forma que la desviation es proporcioaal a VI cos t?, en donde 6 es el angulo entre la tension y la in- 
tensidad. Una carga conectada en estrella, con cuatro conductores, necesita ires vatimetros dispuestos 
en cada linea como muestra ta Figura 14-22(a). 




Fig* U-22 


El diagrama fasorial de la Fig. 14-22 (b) supone que la corriente esta retrasada en la fase A y adelan- 
tada en las fases By C, con defases 0 A , 0 R y O c respectivamente, Las lecturas del vatimetro son, entonces, 

W A = V A J A cos^ , W B = V B!l I a cos 4 "/ , W c = V CN I C cos iff- (14) 

en donde representa el angulo entre e 1^. El vatimetro W A lee la potencia en la fase A y los 
W B y W c<i en las fases B y C, La potencia total es 

P T = W A 4- W B + W c [15) 


METODO DE LOS DOS VATIMETROS 

La potencia total en una carga trifasica con tres conductores viene dada por la suma de las lecturas 
de dos vatimetros conectados en dos lineas cuaiesquiera con sus bobinas de tension conectadas a ta 
tercera linea, como se representa en la Fig, 14-23. Las lecturas de los dos aparatos son 

W'.„ - V AB l A cos 4 ^ y W c = v c!i l.. cos 4 ™ (16) 

Aplicando las leyes de Kirchhoff a los nudos A y C de la carga en triangulo se obtiene 




http://www.leeydescarga.com 
























Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 
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Sustituyendo las expresiones (17) de l A e I c en las ecuaciones (16) se obtiene 

~ V A b Iab C03 + V AB 1 AC cos 4*c 

W c ~ ^cjj ! ca. coa 4c® + V CB I CE cos 4 cb 


205 


(18) 


Los terminos V AB l AB cos i&ay V CB I CB cos ^f c ® se reconocen inmediatamente, yaque son las poten- 

cias en las fases AB y CB de la carga. Los otros dos terminos contienen V AB I AC y V CB 1 C . que oueden 
escnbirse ahora como V L 1 yaque tanto K^como V CB son tensiones compuestas entre hneas, eT - 
CA1 ara lden t 1 " car estos dos terminos se construye el diagrams fasorial de ia Fig, J4-24 en aue se ha 
supuesto que la corriente ret rasa respecto de un dngulo 6, 

El diagrama se deduce. 


4?r = 60° + 8 


4™ = 60° — 8 


(19) 


Sumando los dos terminos restantes de (18) y sustituyendo (60° + 0) y (60° - (?) en lugar de 

I'f'Snef’HviiTnpnt#* 6 H-4C 


y 4 ca respectivamente, 


Iac cos (60° + 8) + V^cos^-tf} 
Como cos (x ± y) — cos x cos y + sen x sen y, se puede escribir 


( 20 ) 


! AC ( cos 60° cos 8 - sen 60° sen 8 + cos 60° cos 8 + sen 60° sen 8) 


( 21 ) 


0bien VJac cos5 [22 ) 

que es Ia potencia en la fase restante, esto es, en AC. Por tanto, hemos demostrado que dos vatimetros 
dan la potencia total en una carga conectada en triangulo. La aplicacion del metodo de los dos vati¬ 
metros al caso de una carga conectada en estrella se deja como ejercicio al alumno. 


METODO DE LOS DOS VATIMETROS APLICADO A CARGAS EQUILIBRADAS 

Para ver la aphcacidn del metodo de los dos vatimetros a cargas equilibradas consideremos la co- 
nexion en estrella de tres impedancias iguales representada en la Fig. 14-25{o). En la Fig. 14-25 ( b ) se 
ha dibujado el diagrama fasorial para la secuencia ABC en la hipotesis de corriente en retraso 0 




Con los vatimetros en las Hneas A y C sus lecturas son 

W a = l ',u, ! a cos y W c = V ct> l c cos (23) 

Del diagrama fasorial, 


4^ = 30° + 8 y 


2&? = 30“ — 9 


(«) 
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[CAP. 14 


Susiituyendo en (23), 

W a = V ab J a c os (30° + ^) y W c - V CB I c cos (30 c — 0) (25) 

Si eJ metodo de los dos vatimetros se utiliza con cargas equilibradas, las lecturas son V l l L cos (30° + 0) 
y yjh ws 0^ ~ 8 )donde 0 es el angulo de la impedancia. Ambas lecturas se pueden emplear para 
hallar ei dngulo 0. 

Escribiendo la expresidn de W x y teniendo en cuenta la formula del coseno de la suma de dos dn- 
gulos, se obtiene 

W x = V L I L (cos 30° cos 0 — sen 30° sen 0) ( 2 $) 

AnaJogamente, W i = V L I L (cos 30° cos 0 + sen 30° sen 6) (27) 

Por tanto, la suma vale W Y + W t = ^/fv L l L cos 0 y la diferencia W 2 - W t = VJ L sen $. 
de donde tg B = \/3 tyj (% 8 ) 

En consecuencia, la tangente del dngulo en Z es veces la relacidn entre la diferencia y la suma 
de las lecturas. Sin conocer las lineas en las que estdn colocados los medidores ni la secuencia del sistema 
no es posible distinguir entre + $ y - 0. Por el contrario, si se conocen ambas cosas, puede determinarse 
el signo por las expresiones siguiemes. Para la secuencia .ABC, 


tg 8 

y para CBA, 

tg 0 


Vs 


w A - W B 

W A T W B 


/»W b -Wc _ ftWc-W* 
V Wb + Wc ~ V Wc + W A 


Vs 


W B - W A 
W B + W A 


v/3 


Wc - W B 

Wc + w„ 


vs 


W A - Wc 
W A + Wc 


(29) 

( 30 ) 


Problemas resueltos 

14-1 Demostrar que la tension compuesta entre lineas V L en 
un sistema trifasico es 3 veces mayor que la tension 
simple de fase o de linea a neutro V F . 

En la Fig, 14-26 se represen tan las tensiones del sistema tri- 
fasico en un triingulo equilatero en el que la longitud de un lado 
es proportional a la tension compuesta V L y el punto neutro N 
esta en el centro del tri&ngulo, 

La tensidn simple tiene como proyeccibn horizontal el valor 
V F cos 30°, o sea, Vy^/Z/2. Puesto que la base es el doble de dicha 
proyeccidn, 

V L = 2(F t . v /3/2) = JTv r 



14-2 Calcular las intensidades de corriente en los devanados a plena carga para conexion en tri&ngulo 
y en estrella, en un altemador trifisico de 25 kVA a 480 voltios, 

En la conexion en estrella la corriente en la linea y en el devanado son iguales. En un sistema trif&sico equi- 
iibrado, 


S{kVA)= y3 V L l L X 10-» 


V 


/ ^ _ 25 

L \/3 <480 x 10-3) 


Ei aliemador con eonexbn en triangulo y de la misma potencia aparente (kVA) tiene tambitii corrientes 
a plena carga de 30,1 A. Las corrientes enlos devanados son IJ^/T. Por tanto, = 30,\/y/T= 17,35 A, 
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14-3 Un sistema bifasico con una tension simple de fase de 150 voltios alimenta a una carga equilibra- 
da, conectada en triangulo, con impedancias de 10 /53,1° ohmios. Hallar las intensidades en las 
lineas y !a potencia total. 


En un sistema bifasico las dos tensiones sim¬ 
ples tienen una diferencia dc fase de 90°. Por tan to, 
si V a?l se toma como referenda, V Alt esta a 90°, como 
se observa en la Fig. 14-27, La tension compuesta 
entre lineas es igual a veces la tension simple de 
linea a neutro. Por consiguiente, V AB = ^(150) = 
212 V. Las corrientes en las fases son 



212/135° 

z 

10/53, r 


150/90° 

z 

10/53,1° 

V w 

150/0° 

z 

10/53,1° 


21,2 /81,9° 
15,0 /36,9° 
15,0 /- 53,1° 



Las corrientes en las lineas se obtienen a partir de las de fase sin mas que aplicar la primera ley de 
Kirchhoft a los nudos de la carga en triangulo. Si se admite como sentido positive "para estas corrientes ei sen- 
tido hacia la carga, se tiene 


U = Ian + 1 At = J 5,0/36,9° 4- 21,2 /81,9° = 33,5 /63,4° 

h = hs + Ua - 15, 0/—53,1° - 21,2/81,91= 33,6 /-79,7° 

1* = Ina + 1 nb = -15,0 /36,9° - 15,0 /-53,1° = 21,2 /171,86° 

La potencia total se obtiene utilizando la corriente eficaz en las impedancias 

Pa* = Mi* = (6)(21,2) 2 = 2700 W 
Pas = PI as = (fiJUSpO) 1 = 1350 W 
P*N = Rlit = (6)(35,0) 2 = 1350 W 


Potencia total = 5400 W 


14-4 Un sistema trifdsico ABC con tres conduct ores a 100 voltios alimenta a una carga con conexion A 
e impedancias de 20 /45° ohmios. Hallar las intensidades de corriente en las lineas y dibujar el 
diagrama fasorial. 

Se aphean las tensiones compuestas entre iineas de secuencia ABC al circuito dado en la Fig. 14-28, En- 
tonces, las corrientes eiegidas son 


_ 100 / 120 ° 
Z “ ~20/45° 


6 , 0 / 75 ? , l sc 


Vbc 

Z 


540 7 - 45 ° , l CA 


VcA 

T 


- 5 . 0 / 195 ° 




> 
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Para obtener las corrientes en las lineas (vease el csquema del circuito) se aplica la primera ley de Kirchhoff 
a cada uno de los nudos principales de la carga. Por tanto, 

h = ha + l ac - 5,0/75 u - 5,0/195° = 8;66/45° 

h = h* + he = — 5,0/75° + 5, 0/—45° = 8,66 /-75° 

I c = Ica + ha = 5,0/195° - 5,0 /-45° = 8,66 /165° 

EJ diagrama fasorial de las corrientes de fase y de linea se represents en la Figura 14-29. 

14-5 Delerminar las lecturas de los vatimetros al aplicar el metodo de los dos vatimetros al circui-to 
del ProbJema 14-4. 

Con una carga trifasica de tres conductores las lecturas del vatimetro son 

Wi = VJ L cos (30° -t 0} y W 2 = V l T L cos (30° - 0} (J) 

en donde 6 es el angulo de la impedancia de carga. En el Problema 14-4, V L = 100 V, l L = 8,66 A y el angu- 
lo de la impedancia de carga es 45 1 Sustituyendo estos valorcs en (1) resulta 

W t = 100(8,66) cos (30 J + 45 ) - 866 cos 75' = 224 W 
W 2 = 100(8,66) cos (3Q C - 45 ) = 866 cos (- 15 ) = 836 W 
La potencia total es P T = W l + W 2 = 1060 W, 

Como comprobaaon, se puede calcular la potencia total en cualqmer carga trifasica equilibrada por 
P = y/'i V L I L cos 0 = V /Tl00(8,66) cos 45 ; = 1060 W 

14-6 Se conectan en estrella tres impedancias identicas de 5/ —30° ohmios. El sistema es trifasico, de 
tres conductores, 150 vokios y secuencia CBA. Delerminar las intensidades de comente en las 
lineas y dibujar el diagrama fasorial. 




Fig.14-30 


Fig.14*31 


En sistemas equilibrados de Ires conductores, conectados en estrella. se puede anadir el conductor neutro, 
en la forma representada en la Fig. 14-30. Las tensjones simples de modulo 

= VJy/3 - 150/v'3 = 86,6 

se aplican con los angulos de fase de la secuencia CBA . Las corrientes en las lineas son 


Vjv _ S6,6 /-t>0° 


k 7 




V t ,v 


5 / —30' 


™ ^ 17.32 /"60 c t I H = -yl = 17,32/60° , I c = = 17,32/180 


El diagrama fasorial de la Fig. 14-31 muestra el conjunto de las corrientes de linca equilibradas con 30° 
en adelanto respecto de las tensiones simples de linea a neutro, el cua) corresponde al angulo de la impedancia. 
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14-7 Determinar las lecturas de los vatimetros si se aplica el metodo de los dos vatimetros al circuito 
del Problema 14-6. 

Con carga trifasica equilibrada, 

Wi = V h I L cos (30 c + 0) = 150(17,32) cos (30° + 30°) = 1300 W 
w i = v l h cos (30° - 0} = 150(17,32) cos (30" - 30") = 2600 W 
La potencia activa total es P T - W\ + W 2 - 3900 W. 

Como comprobacion, se pucde cajcular la potencia por fase P ¥ = Rll = 4,33(17 t 32} 2 = 1300 W y, por 
lanto, Ja potencia activa total es 

P T - 3 P t . = 3(1300) = 3900 W 
O bien, con cargas tnfasicas equilibradas, Ja potencia activa total es 

P = V L I L cos fl = ,/3 (150X17,32) cos (-30°) = 3900 W 


V 14-8 Tres impedancias identicas de 15 /30° ohmios se conectan en triangulo a un sistema trifasico, 
de tres conductores, 200 voltios y secuencia ABC . Hallar las intensidades de corriente en las 
Hneas utilizando el metodo del equivalente monof&sico, 

Como la carga esta conectada en triangulo se obtiene primeramente la impedancia equivalents de la car- 
ga con conexibn en estrella: 


Z y - Z a /3 = 15/30f/3 = 5 /30° 


El modulo de la tension simple de linea a neutro es 


t'/.fj = VJtJ% = 200/\/3 = 115,5 


Ahora bien, en d circuito equivalents monofasico de la 
Fig. 14*32 la tension aplieada es 115,5.0" voltios y la 
corriente resultante es 


h 



115,5/Of 

5/30° 


23,1 /—30° 



Pig. 14412 


Para obtener las intensidades de corriente en las lineas 1 A> l B e ! c se determina en primer lugar el dngulo 
de fuse en las correspond ernes tensiones simples de linea a neutro en la secuencia ABC , Puesto que V AN tiene 
un angulo de 90 c , J A = 23,1 /90" - 30" - 23,1/60/ A. De igual forma, l B = 23,1 /-60" A, l c = 23,1 /180° A. 

Las corrientes en las impedancias en A esian relacionadas conjas corrientes de linea por I L = ^/fl Fr de 
donde I F = 23,l/ v /3"= 13,3 A. 

El angulo de V XJ en la secuencia ABC es de 120° y, por tanto, 1 AB = 13,3 /120° - 30° = 13.3 /90° A. Por 
el mismo procedimiento, = 13,3 /-30" A e } CA = 13,3 /210° A. 


* 


14-9 Tres impedancias iguales de 10 /30° ohmios, conectadas en estrella, y otras tres impedancias tam- 
bien iguales de 15/0^ ohmios, igualmente en estrella, estan unidas a uo mismo sistema trifasico, 
de tres conductores, de 250 voltios. Hallar Ja potencia total. 


Puesto que ambas cargas estan conectadas en es- 
trdla, sus impedancias de fase pueden ponerse directa- 
mente en un circuito equivalente monofasico, como se 
representa en la Fig, 14-33. La tension aplicable a dicho 
sistema monofasico es 

y LN = VJtJI - 250/^3 = 144,5 
La corriente tiene una imensidad, pues, 

144,5/Of 144.5/0° 

ll = 10/30° + 15/Of 

= 14.45 /—30° + 9,62/Of = 23,2 7-18,1° 



Fig.14-33 
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En la formula de la potencia activa P = v'3 Vi ’ L cos 8, 8 es el Angulo de la impedancia de carga equi- 
valenie. A1 calcular I L , se han considerado ambas cargas y se ha visto que la corriente retrasa respecto de la 
tension un Angulo de 18,r. Por tamo, se sabe que la impedancia equivalente es inductiva y tiene un angulo 
de 18 P I°, En estas condiciones, 

P - ^JlV L l L cos 8 = V^3 250(23,2} cos 18,1° = 9530 W 


14-10 Tres impedancias identicas de 12/W ohmios, en triangulo, y otras tres identicas de 5/4F ohmios, 
en estrella, se ynen al mismo sistema trifdsico, de tres conductors, de 208 voltios y secuencia 
ABC. Hallar tas intensidades de corriente en las iineas y la potencia total. 

Como la primera de las cargas esta conectada en tridngulo, se obtiene la equivalente en estrella 


Z v = Z^/3 = 12/30_° /3 = 4 /30° 


Con una tension comjmesta entre Iineas de 208 V la ten¬ 
sion simple es 20S/ % /3~= 120 V, 

El circuito equivalente monof&sico es el representado 
en la Fig. 14-34 con las dos impedancias de carga 4/30° ft 
y 5 /45° ft. Estas impedancias pueden ser sustituidas por 
una equivalente. 


4 /30° (5/45° } 
4 /30° + 5 /45 ^ 


2.24 /36,6° 


Con esto, la corriente es 

V,.* 120/0^ 

II - - g.3*/8e.Cl 


53 . 6 /— 36 , 6 ° 



Fig.11-34 


La tension en la secuencia ABC tiene un angulo de fase de 90° v, por consvguiente, U = 53,6 /(90° - 36 ,6 } - 
53.6 /53,4° A. Analogameme, vemos que I fl = 53,6 /-66,6° A e I c = 53,6/_-186,6° A. 

La potencia activa total es 


P = V3F L / L cose - '/3 208(53 j 6) cos 36,6° » 15,500 W 


14-11 


Un sistema trifdsico de tres conductors, 240 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga 
conectada en triingulo en la que Z AB — 25 /90° , = 15/30_ y Z CA = 20/Q_ ohmios. a ar 

las intensidades de corriente en las Iineas y la potencia total, 


Aplicando las tensiones compuestas entre Iineas de la ^ 
secuencia CBA a la carga conectada en triangulo de la 
Fig. 14-35 y eligiendo las corrientes de fase como se ve en 
el esquema, se tiene 


U* = 


\ AB 240 / 240 ° 


Iftr — 


It 


25/90° 
_ Vpc _ 340ZT 


Vr- 


( A 

ZrA 


15/30° 

240 /120° 

“20/0f _ 


9,6 /150° 
= 16.0 /—30° 

- 12,0 /120° 



Fig.14-35 


Las corrientes en las Iineas pueden calculate, ahora, en funcion de las corrientes en las fases. 
In - Iab + ! ac ® 9.6/150° - 12/120° = 6.06 /247,7° 

Ib = Ida + Inc = -9-6 /150° + 16 /-30° = 25,6 /-30° 

Ic = Ica + JfB = 12 /120° - 16 /—30° = 27,1 /137,2° 

Como era de esperar, en una carga desequilibrada las corrientes en las iineas no son iguales. 
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La potencia en cada l'ase se calcula de la manera siguiente'. 

Impedancia Z AB = 25 /90° = 0 + ;25 D, R AB = 0 e = 9,6 A. Entonces, 

= JWl. = (0){9,6) i = 0 

Impedancia Z iC = 15/30° = 13 + /7,5 O, =l)(le I BC = 16 A. Por tanto, 

TV = *ac'lc = 03H16) 1 = 3330 W 

Impedancia Z CA = 20/£ = 20 + >0 D, 7? Cjl = 20 0 e / c , = 12 A. Por tanto. 

Pc* = RcJh “ (20)0 2> 2 = 2880 W 


La potencia total es la suma de las potencias por fase 

P T = P AB + p BC + P CA = 0 + 3330 + 2880 = 6210 W 


14-12 Hallar las lecturas del vatimetro cuando se utiliza el metodo de los dos vatimetros en el circui- 
to del Problema 14-11, con medidas entre las lineas (fl) A y B, (6) A y C. 


Con los vatimetros en A y B y 

AC y flC 

{1) W A = V ac Ia cos 3 m {£) W a ~ V bc I b cqsAb 

Del Problema 14-11, \ AC = 240 /-60° V, l A = 6.0 6/247,7° A. Entonces, el angulo 4 a C es el Sngulo 
entre 247,7° y -60°, o sea, 52,3°. Sustituyendo en (7), 


W A = 240(6,06) cos 52,3° = 890 W 

Tambien, del Problema 14-11, V oc = 240/0/ V e I, = 25, 6/-30° A. Entonces, = 30°. Sustituyen- 


do en {2), 


W B = 240(25,6) cos 3G C - 5320 W 


La potencia total es P T — W A +W B — 890 + 5320 — 6210 W. 


(ft) Con los vatimetros en las lineas /I y C 

an yCB 

(5) W A = V AB I A cos 4 a (4) Wc = V n l c cos 4c 

Del Problema 14-11, \ M - 240/240° V. Como 1„ - 6,06 /247,7° A. - 7,7=. Sustituyendo en (3), 

W A = 240(6,06) cos 7.7° = 1440 W 

Del mismo modo, V CE = 240/180° V e I c = 27.1 337,2° A, de donde £" = 42,8. Sustituyendo en (4), 

W c = 240(27,1} cos 42,8 1 = 4770 W 
y la potencia totai, P T = W A 4- W c — 1440 + 4770 — 6210 W. 


14-13 Un sistema trifasico de cuatro conductors, 208 
volttos y secnencia ABC alimenta a una carga 
en estrella en la que Z A — 10/0^> Z B = 15^30^ 
y z c = 10 /-30° ohmios. Hallar las imensida- 
des de comente en las lineas, la del neutro y la 
potencia total. 

Aplicando al circuito las tensiones simples de linea 
a neutro de la secuencia ABC, como se ve en la Fig, 14-36, 
y suponiendo positivo el sentido de las corrientes hacia 
la carga, se tiene 

I A = v A */z A 

Is = V BW /Z B 


I c = Vcjv/Zc 


= (120/90f )/U0/01J = 12 M^ 
= (12Q /-30 0 )/(15/30_° ) 

= 8/" 60° 

= (120 /—150° )/(10 /—30° ) 

= 12 /— 120 ° 
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La corriente en el neutro es el fasor suma de los correspondientes a las intensidades de Unea y si er sentido 
positivo es hacia la carga, 

I* = + I c ) = "(12/90° + 8 /~60° + 12/—120° ) = 6,69/69,4° 

La impedanria Z A = 10 + j’0 H es atravesada por Ja corriente 1^ = 12 /90° A y la potencia en esta fase 
de la carga es P A = 10(12) 2 — 1440 W. Por la impedancia Z B — 15/30° - 13 + /7,5 Q circula la corriente 
Ij, = 8 /—60° A y la potencia en la fase es P s ~ 13(3) 2 = 832 W. De igual forma* por Z c — 10 / — 30° = 
8,66 -J5 Q circula la corriente I c - 12/ -120* A y > c = 8,66(12) 2 = 1247 W. ‘ — 

La potencia total es P T — P A + P B + P c = 1440 + 832 + 1247 — 3519 W. 

14-14 Las impedancias de carga del probiema anterior se conectan a un sistema trifasico de tres con* 
ductores, 208 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente de linea y las tensiones 
entre los extremos de las impedancias de carga. 




En el circuito de la Fig, 14-37 se ban puesto las dos tensiones compuestas V aB y V sc . Con las corrientes 
de malla e \ 2 elegidas como en la figura, la forma matrieial del sistema de ecuaciones en las corrientes es 

10/0° + 15/30° -15/30° IjVj _ [208 /120° 

-15/30° 15/30° + 10 /-30° j [l,j i_ 208/0_° _ 

5210/90= , 

de donde Ij = —— - 14,15 86,1~ 


I: 


3730 56,6 
367 , 53 , 9 ^ 


10.15 '52 7" 


Las corrientes en las lmeas, con sentido positivo hacia la carga, vicnen dadas en funcion de l L e l 2 por 


\ A = \ x = 14,15 /86,1* 

i, — I a — li = 10,13 /52,7 a - 14,15 /86,1* = 8, 0/-49,5* 

l c = -I 2 - 10,15/(52,7' - ISO",] - 10,15 /-127,3° 

Por tamo, las tensiones en las impedancias son 

Vao = I A Z A = 14,15 /86,1 1 (10:01) » M1,5£6J£ 

V H0 = J B Z B = 8 , 0 ^ 49 ^ ( 15/30 ) - 120 /- 19 , 5 ° 

V co = I C Z C - 10,15 /— 127,3" (1 0/ —30'* ) = 101,5/ -157,3* * 

La representacion de las tres tensiones \ AO , y V co muestra el triingulo de secuencia ABC al unir 
los extremos de los fasores por rectas. Puede anadirse tambien el punto N y como en la Figura 14-38. 
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14-15 Resolver nuevamente el Problema 14-14 por el metodo del desplazamiento del neutro. 

En d metodo del desplazamiento se calcula V 0 * a partir de la formula 

v. . - v awY a + V bjv Y b + \ CN Y c 

ot * + Y b + Yc 

P ° r n l f .<n 0b J ema 14 ' 14, = 1/10 = °’ 1 ’ Y * " L/ d 5 20! ) = 0,0577 - >0,033 e Y c =1/(10/-30° ) = 0,0866 

+ y0,05Q, Por tanto, u -- ' 

+ Y* + Y c = 0,244 + >0,0167 = 0,24 4/3,93° 

y ' = 120/90° (0,1) - 12/90° = >n 

V M Y e = 12 0/-30° (0,0667 /- 30° ) = 8.Q /-6Q 0 = 4,0 >6,93 

V cw Y c = 12 0/-150° (0,1/30°> = 1 2/-120° = -6,0 - >10.4 

Y.-irv Y„ + V BN Yg + V CK Y c = -2,0 - >5,33 = 5,69 /249,4° 

En consecuencia, V ofl = (5,69 /249,4° )/(0,24 4/3,93° ) = 23.3 /245,5° = -9,66 - >21,2 

Las tensiones en las impedances de carga pueden expresarse en funcidn de ia correspondiente tension 
simple de linea a neutro y la de desplazamiento del neutro en la forma siguiente: 

v ao = + V* 0 = 120/90° + (9,66 + >21,2) = 141, 2/86,08° 

Y J0 = v en + V vo = 12 0/- 30° + (9,66 + >21,2) = 120 /-18,9° 

v co = V c * + V w = 12 0/-150° + (9,66 + >21,2) = 102 /202,4° 

Para obtener las corrientes de linea se forman los produptos de estas tensiones y las admitancias corres- 
pondientes, 

•a = y M Yx = 141.2 /86,08° ( 0 ,L/tT) = 14,12 /86,08° 

I» = v bo Yg = 12 0/-18.9° (0,0667 /-30° ) = 8, 0/-48,9° 

Ic = V co Y c = 10 2/202,4° (0,1/30°) = 10,2 /232,4° o bien 10,2 /-127,6° 

Los resultados anteriores estan de acuerdo con los del Problema 14-14 dentro del orden de exactitud de 
la regia de c^lculo. 


14-16 Utilizando el metodo de los dos vatimetros en un caso de carga equilibrada se han obtenido 
las lecturas 1154 y 577 vatios. Obtener las impedancias de carga, con conexion tridngulo, si la 
tension del sistema es de 100 voltios. 

Para cargas trif&sicas equilibradas 


ig e 


V3 


w x + w 2 


.,/» 1164 - 577 
V 1154 + 577 


±0,577 


de donde 0 ^ ±30°. {Se pone ±, ya que sin conocer ni la secuencia ni la colocation de tos vatimetros, no 
puede determinate el signo.) 

La potencia total es P = V L J L cos 0, e 


h 


P 

yf§V L costf 


1731 

y/Z ( 100 )( 0 , 866 ) 


11,55 A 


Se dibuja el circuito monofasico equivalents y se apli- 
ca la tension (lOG/v^/O? = 57,7/tr V* como se ve en la 
Fig. 14-39. Entonces, la impedancia con conexidn en es- 
trella 


> 


Z Y 


V 

1 


57,7/0f 


Z* = 3Z V = 15 /-30 p 



Fig.14-39 
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14-17 Se aplica el metodo de los dos vattmetros a un sistema trifesico dc tres conductores, 100 voltios 
y secuencia ABC, con los aparatos de medida en B y C, obteniendose W B = 836 y W c = 224 
vatios. Hallar la impedancia de la carga equiiibrada y con conexidn en triangulo, 

Conociendo la secuencia y la situacidn de los aparatos puede conocerse el signo de 8. Asi, 

= ^W7^T C - *BiS = ldedo.de 0 = 45= 

Puesto que P = JTv L 1 L cos 0. 1 L = = Jz (1^0,7 07} * 8l “ A ' En,0nCeSl d ““ 

equivalente monofisieo tieoe una tension de 57,7/tT V y la impedancia concctada en esirdla es Z y = Vfl— 
(57,7/0° )/(8,66 /- 45° ) = 6,67 /45^ ft. La impedancia de carga en triingulo es “ 3Z r = 20 /45° ft. 


14-18 Un calentador trifdsico de 1500 vatios, con factor de potencia unidad, y un motor de induction 
de 5 CV, con un rendimiento a plena carga del 80 % y factor de potencia 0,85, estdn alimentados 
por un mismo sistema trifasico de tres conductores de 208 voitios, Determinar el valor de la 
intensidad de corriente de linea para d regimen de salida dado para el motor de 5 CV, 

Como 736 W = 1 CV, la salida del motor tiene (5 CV)(736 W/CV) = 3680 W, Por tanto, \% entrada que 
necesitard el motor es 3680/0,80 - ^600 W. 

El motor es una carga trifdsica equiiibrada. Por consiguiente, 

p = V L I L cos 0. 4600 = yr(208/^(0,85), I L = 15 A 

En el circuito equivalente monofdsico el fasor inten¬ 
sidad de corriente retrasa respeclo de la tension un angu- 
lo 8 y 9 = arc cos 0,85 - 31,7 C . Por tanto, la corriente en 
la linea dd motor es f L = 15,00 / - 31,7° A. 

En la carga de calefaccion, P = v '3 V L l L cos 8 , en 
dondet? = 0°. Sustituyendo 1500 = v /3 (208)/^, I L = 4,16, 
h = 4,16/0/ A. 

El fasor intensidad de corriente total en la linea es ]a 
suma de los fasores de intensidad correspondientes a las 
cargas de calefaccidn y motor: 

1 L ~ 15,00 / — 31,7° + 4,17/0^ = 18.5 /—25J Q 

Por consiguiente, la corriente en cada linea es 18,5 A para 
e] regimen dado de salida del motor, 

14-19 Tres impedancias identicas de 3Q/3CF ohmios estdn conectadas en tri&ngulo a un sistema trifi- 
sico de tres conductores de 208 voltios, siendo las impedancias de los hilos 0,8 + j0,6 ohmios. 
Determinar el modulo de la tension compuesta entre lineas en la carga. 


— V^ — 
0,8 + 



— G G “ 


Fig, 14-41 Fig. 14-42 



Fig,14-40 
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El circuito se ha representado en la Fig* 14-41 con la impedancia equivaiente en estrella de 4Z A o 10/30° Q, 
La impedancia de la linea estd en serie con la carga y 


- Z lint% + Z clfJB = 0,8 + ;0*6 + 8*66 + ;'5,0 = 9,46 + J5 >6 ^ 11 *0/30,6° 


Por tanto, 


V 120/01 
L ~ZZ~ 11*0/30,6 


“ = 10,9/-30*6° 


U tensidn en la carga es V* c - Z,„ tt \ L = (10/301 )q0,9 /-30,6° j = 109 /-0,6° . 

La tensidn compuesta pedida es 

V L = vT(109) = 189 

Por tanto, la tension del sisteina de 208 V ha caido a 189 V a causa de la impedancia de la linea. 

El diagrama fasorial se representa en la Fig. 14-42 con la caida en la linea V,, = 2, I. =(08 + 
A 6)(10,9 /-30,6° ) = 10,9/6.3° y V,. ^ V„ + V JC . " 4 


1^20 Hallar, en el problema anterior, la tension compuesta en la carga si en paralelo con esta se pone 
un conjunto de condensadores con una reactancia de -_/'60 ohmios. 

Vab - 


■; u- ms-ns^ ——: 

-* a 

~h 


_ 

“ -;20 10^ 1 

^ G “ 

“ G ^ 


Fig.14-43 

En el circuito equivalence monofisico de la Fig. 14-43 estan en paralelo -J20 y 10 / 30 °. 

10/30° (—/20) 


Zp — 


= 11,55/0/ 


(8,66 + /5) - j'20 
Zp estd, por tanto, en serie con las impedancias de la linea v 

z «, = Zn™ + Z P = (0*8 + _/0*6) + (11,55/0/) 12,35 /2*78° 

La corriente en la linea es, pues, 

w V 120/0 C 

It = z" = l2^fe = 9 ' 73 ^ 2 ^ 


y la tensibn en las exlremos de La carga* 

V BC - Zpl L = (11*55/0° ){9,73 /—2,78° ) - 11 2/-2,78° 

La tension compuesta correspondiente es V L = ^/Tq 12) = 194 V, 

Como ya se vio en el Capitulo 7, el factor de potencia se mejora al conectar condensadores en paralelo 
con la carga. Esto da iugar a una reduccidn cn la caLda de tensidn en la impedancia de la linea. Y asi, en 
este problema, la tension del sistetna ha caido a 194 voltios en lugar de a 189, como en el Problema 14-19. 
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Problemas propuestos 

14-21 Se conectan en triangulo tres impedancias iguales de 10 /53,1° ohmios a un sistema trifasico de tres conductors, 
240 voltios y secuencia CBA. Hallar las intensidades de corriente de linea. 

Sol. 41,6 /-143,l n ; 41,6 /-23,1% y 41,6 /96,9° A. 

14-22 Se conectan en triangulo a un sistema trifasico de ires conductores, 100 voltios y secuencia CBA tres impedan- 
cias iguales de 15,9/70° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia total. 

SoL 10,9/ — 160° ; 10,9 /-40° ; 10,9/80° A; 646 W. 

14-23 Tres impedancias de 42 / —35° ohmios se conectan en tnangulo a un sistema trifasico de tres conductores, 350 
voltios y secuencia ABC . Hallar las intensidades dc corriente de linea y la potencia total. 

Sol. 14,4/125;; 14,4/5/; 14,4 -115 A; 7130 W. 

14-24 Se une a un sistema trifasico de ires conductores, 208 voltios y secuencia CBA una carga equilibrada en estre¬ 
lla con impedancias de 6 /45° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de linea, incluida la del neutro. 

Sol. 20 / — 135° ; 20 /-15° ; 20 ,105" ; 0 A, 

14-25 Una carga equilibrada con impedancias de 65 -20' ohmios se conecta en estrella a un sistema trifasico de 
tres conductores, 480 voltios y secuencia CBA. Hai ! ar las intensidades de corriente de linea y la potencia total. 
Sol. 4,26 /—70° ; 4,26/50°; 4,26, PiT ; 3320 W. 

14-26 Un motor de induccidn de 37,3 kW, con un rendimiento a plena carga del 85 % y un factor de potencia 0,80, 
se conecta a un sistema trifasico de 480 voltios. Hallar la impedancia en estrella equivalente que puede sus- 
tituir a dicho motor. Sol. 4,2 36,9" 

14-27 Un motor de induccidn trifasico de 186.5 kW, con rendimiento a plena carga del 82 % y un factor de poten¬ 
cia 0,75, se conecta a un sistema de 2GS voltios. Hallar la impedancia equivalente en triangulo que puede sus- 
tituir ? dicho motor y determinar las lecturas con el metodo de los dos vatimetros. 

SW 4,28/il^ Q; 5,58 kW; 17,15 kW 

14-2)* Tres impedancias identicas de 9 - 30 ohmios en tnangulo v tres impedancias de 5/45^ohmios en estrella se 
conectan ai mismo sistema trifasico de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC. Hallar el modulo de 
la intensidad de corriente de linea v la potencia total. Sol. 119,2 A; 99 kW. 

14-29 Una carga en triangulo equilibrada con impedancias de 27 -23^ ohmios y otra en estrella equilibrada con 
impedancias de 10/ - 30° ohmios, se conectan a un sistema trifasico de tres conductores, 208 voltios y secuen¬ 
cia ABC , Hallar las intensidades de corriente de linea y la potencia en cada carga. 

Sol. 25.3 /J 17,4° A; 25,3 /-2,6° A; 25,3 - 122,6 : A: 4340 W; 3740 W. 

14-30 Un sistema trifasico, a 100 voltios, alimenta a una carga equilibrada en triangulo con impedancias de 10 / -36,9^ 
ohmios y una carga en estrella equilibrada con impedancias de 5 /53,1" ohmios. Hallar la potencia en cada carga 
y el modulo de la intensidad de corriente en la linea total. Sol. 2400 W; 1200 W; 20,8 A, 

14-31 Dos cargas eqmlibradas en triangulo con Impedancias de 20 -60' y 18 AS_ ohmios, respectivamente, se co¬ 
nectan a un sistema trifasico de 150 voltios. Hallar la potencia en cada carga. Sol. 1690 y 2650 W. 

14-32 Un sistema trifasico de tres conductores, 173,2 voltios y secuencia CBA alimenta a tres cargas equilibradas 
con las siguientes conexiones e impedancias: en estrella de 10/0~ ohmios, en triangulo de 24 /90" ohmios y la 
tercera en triangulo con impedancia desconocida. Determinar esta impedancia sabiendo que la intensidad 
de corriente en la linea A , con sentido positivo hacia la carga, es 32,7 - 138,1 ~ amperios. 

SoL 18/4 5° 0. 

14-33 Los vatimetros situados en las llneas A y B de un sistema de 120 voltios y secuencia CBA , indican los valores 
1500 y 500 vatios, respectivamcnte. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en triangulo. 

SoL 16,3/^4110. 

14-34 Las lecturas de los vatimetros colocados en las lineas A y B de un sistema de 173,2 voltios y secuencia ABC 
son —301 y +1327 vatios, respectiv ament e. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en estrella. 

SoL 10 /-70° ft. 

14-35 Hallar las lecturas de los dos vatimetros utilizados en un sistema de tres conductores, de 240 voltios, con una 
carga, conectada en tnangulo y equilibrada, dc 20/80/ ohmios. Sol. -1710, 3210 W. 

14-36 Hay dos vatimetros colocados en las lineas B y C de un sistema CBA de tres conductores y 173,2 voltios, que 
alimenta a una carga equilibrada. Determinar las lecturas de dichos vatimetros si la intensidad de corriente 
de linea es 1^ = 32,7 /—41,9° amperios. SoL 1170, 5370 W, 

14-37 Un sistema de 100 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga equilibrada y tiene dos vatimetros en las li- 
neas A y B. Si I* = 10,9 /-40° amperios es la intensidad de corriente en la linea B T hallar las lecturas de am- 
bos vatimetros, SoL - 189, 835 W. 

14-38 Una carga conectada en tnangulo, con Z AB = 10/30;, Z BC = 25/0/y = 20 / — 30" ohmios, se une a un sis¬ 
tema trifasico de tres conductores, 500 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente en las li¬ 
neas y la potencia total. Sol. 75/90° A; 53,9 / —68,2° A; 32 /231^3/ A; 42,4 kW. 
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14-39 

14-40 

14-41 

14—42 

1443 

1444 


1445 

1446 

1447 

1448 

1449 

14-50 

14-51 

14-52 

14-53 


Un sistema trifasico de tres conductors, 208 voltios y secuencia ABC alimenta a una carga en triangulo en 
que Z AB — 5 /0° , Z BC — 4/30^, Z CA = 6/-15° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de Iinea y las lec- 
turas de los vatimetros instalados en las lineas A y C. 

Sol. 70,5 /99,65° A; 90.5 /-43,3° A; 54, 6/187,9° A: 13,7 kW; 11,25 kW. 

Una carga en estrella, con Z A ■ 3 -f y'0, Z B - 2 4 ;3 y Z c = 2 — yl ohmios, $e conecta a un sistema trifa¬ 
sico de cuairo conductores, 100 voltios y secuencia CBA. Determinar las intensidades de corriente en las lineas, 
incluido el neutro, suponiendo positivo el sentido hacia la carga. 

Sol. 19.25 /—90° A; 16 /-26,3^ A; 25,8 /176,6° A; 27,3/65,3° A. 

Se conecta una carga en estrella en que Z A = 12/45°, Z R = 10 /30° y Z c - 8 /0° ohmios a un sistema de cua- 
tro conductores y 208 voltios. Hallar la potencia total. Sol. 3898 W. 

La intensidad de corriente dc Iinea en un sistema trifasico de tres conductores, 220 voltios y secuencia ABC 
son \ A = 43, 5/116,6° , I B = 43.3 /-48 c c l c = 11,3 9/218° ampenos. Obtcner las lecturas de los vatimetros 
en las lineas (a) A y B. (b) B y C (c) A y C. Sol. {a) 5270, 6370 W; ( b ) 9310, 2330 W; (c) 9550, 1980 W. 
Las intensidades de corriente de Iinea en un sistema trifasico de tres conductores, 440 voltios y secuencia ABC 
son I,* = 19,72/90°, 1* = 57,3 /-9,9° e l c = 57,3 /189,9° ampenos. Hallar las lecturas de los vatimelros en 
las lineas (a) A y B. (6) B y C. Sol. (a) 7,52, 24,8 kW; [b) 16,15. 16,15 kW. 

El diagrama fasorial de la Fig. 14-44 representa las corrientes de Iinea y las tensiones compuestas entre lineas 
de un sistema trifasico de tres conductores, 346 voltios y secuencia ABC. Si el modulo de la corriente de Iinea 
es 10 ampenos, hallar la impedancia de la carga conectada en estrella. Sol. 20/90° D. 




Fig. 14-44 Fig.14-45 

El circuito de la Fig. 14-45 presenta una impedancia infmita (circuilo abierto) en la fuse B de la carga en es- 
trella Hallar el fasor tensidn V OB si el sistema es de 208 voltios y secuencia ABC. Sol. 28 4/150° V. 

Un alternador trifasico con conexion Y y 440 voltios tiene un limite de 35 amperios por arrollamiento. (a) <,CuaI 
es la potencia aparente (kVA) de regimen de la miquina? (6) Si el alternador suministra una corriente de Iinea 
de 20 amperios de intensidad con un factor de potencia 0.65, oCu£l es la potencia aparente (kVA) por fase de 
la nfaquina? Sol. 26,6 kVA; 5,08 kVA. 

El sistema de corrientes de Iinea equilibradas en el diagrama fasorial 
de la Fig. 14-46 tiene un valor absoluto de 10 amperios y la tensidn 
compuesta es de 120 voltios. Determinar las correspondientes poten- 
cias activa y aparente. Sol. 1,47 kW; 2,08 kVA. 

Una carga en estrella con impedancias Z A *= 10/CF , Z B = 10 /60° y 
Z c - 10 / — 60° ohmios se conecta a un sistema trifasico de tres con¬ 
ductores, 200 voltios y secuencia ABC. Hallar las tensiones en las im¬ 
pedancias de carga \ AO , V B0 , V co . 

Sol. 173/90° V; 100/CT V; 100 /180° V. 

Una carga en estrella con Z A = 10/ -60° , Z B - 10/0° y Z c = 1 0/60° 
ohmios se conecta a una Iinea irifasica de tres conductores, 208 voltios 
y secuencia CBA. Hallar las tensiones en las impedancias de carga. 

Sol . 208 /- 120° V; 0 V; 208 /180° V. 

Un sistema de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC alimenta a una carga en estrella en la que Z A = 

10/CT , Z B - 5 /-30° y Z c = 5/3CF ohmios. Hallar las lecturas de los vatimetros en las lineas A y B. 

Sol. 8,92 kW; 29.6 kW. 

Un sistema de tres conductores. 100 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga con conexion Y en la que 
Z A = 3 A yO, Z B sr 2 + >3 y Z c ^ 2 - j 1 ohmios. Determinar las tensiones en las impedancias de la carga. 

Sol. 31,6 /- 67.9° V; 84.3 /42.7° V: 68.6/123.8° V. 

Tres impedancias identicas de 15/60f ohmios se conectan en estrella a un sistema trifasico de ires conductores 
a 240 voltios. Las lineas tienen entre la alimentacion y la carga impedancias de 2 + j 1 ohmios. Hallar el mo¬ 
dulo de ia tension compuesta en la carga. Sol. 213 V. 

Repetir el Problema 14-52 para impedancias en estrella de 15 /-60° ohmios y comparar los resultados dibu- 

jando el d.agrama fasorial de lens.ones. Sol. 235 V. http://wWW.leeydeSCarga.COm 
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Capitulo 15 


Analisis de las formas de onda por el metodo 
de Fourier 


INTRODUCCION 

Fn los circuitos estudiados anteriormente se ha cons.derado la respuesta en regimen permanente 
, . senoidal. En ones. to fu»c,6» * emr.da „en. P°>»» 

«ndLU par, .ode to. ..lore, de, liempo; po, 
sen cor en alterna, son vahdas para cualquier valor de r, Figura 15 ( ) y 1 )• 


= V m 




Aleunas formas de onda periodicas, de las que el diente de sierra, representada enla Fjg. :15* 1(c) 
es un efemplo. solo pueden definirse mediante una funcion singular dentro d<: un mhwvalo Y a. 1 

diente de siejra^viene V"^nWrv^los definen'satlsfactoriamentc la forma 

de onda no permiten, sin embargo, determinar la ^^g^^noidales^^is^es^Iestas 


SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER 

" Toda forma de onda periodica, esio es, aquella onda tal que./(f) = /(' + T) puede expresarse 
por una serie de Fourier siempre que. 

(1) tenga un numero finite de discontinuidades en el periodo T, si es discontinua, 

(2) el valor medio en el periodo T sea finito, 

3) lenga un numero finito de maximos positives y negativos. 

Si se satisfacen estas condiciones, que reciben el nombre de condiciones de Dirichle r, ex.ste la sene 
de Fourier y puede escribirse en la forma trigonometnca. 

f(t) = lao + oicoswt + a-i cos 2at + aa cos ZU + 

+ b t sen <uf +.bi sen 2a>f + b 3 sen3 u t + ■•• l 1 ) 
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Los coeficientes de Fourier, a y b, se determinan para cada forma de onda mediante el calculo in¬ 
tegral. El coeficiente del coseno se obtiene multiplicand© ambos miembros de (1) por cos ncot e integran- 
do a lo largo de un periodo. El periodo fundamental, 2n/o, es el periodo de la serie, puesto que cada uno 
de sus terminos tiene una frecuencia multiplo entero de la fundamental. 

X I »/« s* 2w/o y*2*/u 

/(f) cos na>t dt = J ia Q cos nuit dt + J ai cos U cos ru*t dt + • • ■ 


x 


X 


On cos 2 n*>tdt + 

2 u7w 


X’ 


bi sen mt cosm>t dt 


&2 sen 2a>f cos n«>t dt + 


{2) 


s*2ir/ot 


Las integrals definidas del segundo miembro de (2) son todas iguales a cero, excepto I a n cos 2 rut dt 


•J 0 


que tiene el valor —a n . Por tanto, 
^ 0) 


■ dt 


w 


a„ = - J /(f) costtot dt - yj /(f)cosn*)t 

Multiplicand© (7) por sen not e integrando en un periodo se obtiene el coeficiente del seno. 

^*2 JT/W O /' T 

b« = - J /(f) sen m»f df = ^ J /(f) sen n«>f dt (4) 

Otra forma de hallar los coeficientes es tomar cot como variable y el periodo coriespondiente de 
In radianes, 2ir 

a, = - I /(f) costt^f d(o)f) (5) 

7r *y 0 


i r 2ff 

bn = - I /(f) sen naif d(o>f) 

7T %/ o 


w 


Los limites de integracion tienen que incluir un periodo completo, pero no es preciso que sea desde 0 a T 
o de 0 a 2 tt. En lugar de esto, la integracion puede efectuarse desde -T/2 a 7/2 o desde — n a +n u 
otro periodo completo que la simplifique. La constante a Q se obtiene a partir de (J) y (5) haciendo n = 0; 
no obstante, por ser \a 0 el valor medio de la funcidn se puede determinar a veces por simple inspeccidn 
dc la forma de onda. La serie obtenida con los coeficientes determinados por las integrales anteriores 
converge uniformemente a la funcion en todos los puntos de continuidad y converge al valor medio 
en los puntos de discontinuidad. 

Ejemplo 1. 

Determinar la serie de Fourier para la onda represen- 
tada en la Figura 15-2. 

La onda es continua para 0 < at < 2n y viene dada por 
/(/) « (\0f2n)at t con discontinuidades para c ot - nln , sien- 
do n = 0, 1,2,... Las condiciones de Dirichlet se satisfacen 
y los coeficientes de Fourier se calculan utilizando las expre- 
siones (J) y (6). El valor medio de la funcion es 5, por simple 
inspection; asi, pues, - 5- Utilizando ahora la Ecua- 
ci6n (5), 

i f 2 Yio\ * , ,, .. io r . , i y 

a n — - I — ud cos n*t a(wt) — — “ sen ru>t H- „ cos ru>t 

* \2 *) 2**1 n n z 

10 



= ^(cosn2* - cosO) = 0 para todos los valores enteros de n. 

rie no contiene, por tanto, terminos en coseno. Utilizando la ccuacibn ((5) se obtiene 
b n - i sen nud senrwtj = - 
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Mediante estos coeficientes del seno y el valor medio la serie es 


[CAP 15 


fit) — 5 — — sen ut — sen 2ut — ^senflwf 

r 2v 3^ 


10 * sen n^t 

6 V n 


Los terminos en seno y coseno de la misma pulsacidn pueden combinarse en un termino unico* 
seno o coseno, con un ingulo de fase.. Resultan asi otras dos formas posibles de las series trigonometricas 


/(£) = + 2 c „ COS (n^t - 8 n ) 

f(t) = ia, + 2 c „ S£ n (n»t + ./>„) 


(?) 

(«) 


en las que c„ = Jal + b\, 0, = arc tg {bja r ) y <j>. = arc tg (ajb„). En (7) y (5), c. es la ampli- 
tud de los armonicos y los dngulos de fase de dichos armbnicos son d„ o <t> H . 

EXPRESION EXPONENCIAL DE LAS SERIES DE FOURIER 

Si en las series trigonometricas se expresan todos los terminos en seno y coseno por medio de sus 
equivalentes exponentiates el resuitado sera una serie de terminos exponentiates 


Oo 

+ 

01 1 

(e** 

+ e~ i '*\ 

1 

aj ( 

te i24 “ + e^ }2uii \ 

4- 


2 

\ 

2 ) 

i 

v 2 ) 



4- 

fill 


- 

2; / 

+ 

hi i 

l 2; / 

+ . . n 

(»> 


o bien 


+ (S-|)' 


m = '--+(1-1)' 

+ ?+(¥ + tj)'" + (t + l) e ~' + 

Ahora puede definirse una nueva constante compleja A tal qu; 

Ao — An = jbn). A —n = ^(ttn H" jbn) 

con lo que {10) se transforma en 

/(f) = {.. ■ + A-2*r je<J ‘ H“ + Ao + + A 2 e^ + * ■ ■} 

Para obtener los coeficientes A n se multiplican ambos miembros de {12) por y se integran en 
un periodo completo: 

/* 2ir /'lir 

l f(t) e~ i,u “ d(U) = d(wt) + I A-i <re- fB “ t d(»£) 

*7 0 ' *7(> •'t 

!lt 


( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


X Kir st'lK 

Ao d(iut) + J Ate^e-*" d(«t) + 


s: 


A, c f "“' e-i™‘ d(mi) + 


( 13 ) 


Las integrates definidades del segundo miembro de (13) son todas iguales a cero, a excepcidn de 

X 2jt 

A b d(n>t) que vale 2 tiA„. Por tanto, 

i r*’ 

An = At) 


o bien, en la vanable f, 


(«) 


An = fj /(*)« 


■jnwt fa 


De igual forma que en las integrates que se utilizan para determinar a n y b ni los limites de integration 
en (14) deben abarcar el periodo completo que interese, que no sera necesariamente de 0 a 2n o de 0 a T. 
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Los coeficientes de la serie trigo nometric a se deducen de los de la serie exponencial en la forma 
siguiente: Se suman y luego se restan las expresiones de A„ y A_ fl dadas en {II}. Asi, 

_ jbn + (tn 4" j6n) 


de donde 


— An "F A-n 


(25) 


An A —n jfrn ttn J&n) 

h n — j{ A* —A- n ) 


y 


o bien 


(16) 


Ejemplo 2. 

Hallar la serie exponencial de Fourier para Ja onda de la 
Fig. 15-3. Utilizando los coeficientes de esta serie exponen- 
cial obtener a n y b n de ia serie trigonometnca y comparar 
con el Ejemplo 1. 



En el intervalo 0 < ti>t < 2n la funcion viene dada por 
/(f) = (10/27i)cor El valor medio de la funcion se deduce por 
simple inspection, y vale 5. Sustituyendo/(f) en ( 14) obtene- 
mos los coeficientes A„. 


Fig. 15-3 



Llevando los coeficientes A„ a [J2l la forma exponencial de la sene de Fourier de la onda en cuestion es 



( 1 ?) 


fit) 


Los coeficientes de los cose nos de la sene trigonomeirica son 


. 10 , . 10 
J 2tu * ; 2-(~n) 


a ri A n F A_ fl 

y los correspondientes de tos senos 


0 



La sene trigonometrica no tiene s pues, terminos en coseno, ya que a, = 0 para cualquier valor de n. Los coeficien¬ 
tes de los senos valen — l0/(7in). El valor medio es 5 y la sene es la siguiente: 



/(f) 


identica a la del Ejemplo 1. 


SIMETRIA DE LAS FORMAS DE ONDA 

Las series obtenidas en el Ejemplo 1 contienen unicamente terminos en seno sumados a una cons- 
tante. Otras formas de onda tienen solamente terminos en coseno y, a veces, unicamente existen en la 
miv armtillfeflS imparts, tfmtP sj la serie contiene senos, cosenos o ambos a la vez, Este es el resultado 
de ciertos lipos de simetria asociados a la forma de onda. El eolioOiiiiteillO de Istl S11116 Lri& da lugtir a 
una reduccidn de los aUeulos en la determination de las series. A este respecto, son importantes las 
definiciones siguientes: 

1. Una funcion f{x) es par euando /(x) =/(~x). 

La funcion/(x) = 2 + x 1 F x 4 es un ejemplo de funcion par, ya que los valores de la funcidn 
para x y para -jc son iguales. El coseno es una funcion par, puesto que su desarrollo en serie es 
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La suma de dos o mas funciones pares es otra funcidn par, y la adicion de una constante no 

varia la naturaleza par de una funddn. , 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-4 representan funciones pares, siendo simetncas respec o 

del eje vertical. 



Fig,15-4 



2. Una funcion es impar cuando f{x) = — f(x). 

La funcion f{x) — x + * 3 + x 5 es un ejemplo de funcion impar, ya que los valores de ta fun¬ 
cion para x y — x son de signo contraiio, El seno es una funcion impar, puesto que su desarrollo 
en serie es 


J.3 jil 

sen a; = x ^ + J] ~ T\ + W\ ~ ' 

La suma de dos o mas funciones impares es otra funcion impar, pero la adicion de una constan¬ 
te destruye la naturaleza impar de la funcion, ya que/(x) no es ya igual a —/( —x), El producto dedos 
funciones impares es una funcion par. 

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-5 representan funciones impares. 



Fig. 15-5 


Fig.15-6 


3. Una funcion periodica f(x) tiene una simetria de semionda si /(.*) - /(■* + T/2), siendo T el 

perjodo. En la Fig. 15-6 se representan dos ejemplos de este tipo. 


Una vez establecido el tipo de simetria de una onda se llega a las conclusiones siguientes. Si la forma 
de onda es par, todos los terminos de la serie correspondiente son cosenos con una constante si la onda 
tiene un valor medio distinto de cero. En consecuencia, no es preciso calcular las integrales para hallar 
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ios coeficientes 6„, ya que no puede haber terminos en seno, Si la forma de onda es impar, la serie solo 
contiene senos. La onda solo puede ser impar despues de eliminar Ja constante, en cuyo caso su repre¬ 
sentation de Fourier contendra simplemente tal constante y una serie de terminos en seno. Si la onda 
tiene simetria de semionda, en la serie habrd solamente armdnicos impares, Estas series contendran 
terminos en seno y coseno a menos que la funcidn sea tambien par o impar. En todo caso, a h y b B son 
nulos para n = 2, 4, 6, . . . y para cualquier onda con simetria de semionda. 


Algunas formas de onda pueden ser impares o pares 
segun la situation del eje vertical. La onda cuadrada de la 
Fig. 15-7(tf) cumple Ja condition de una funcion par, esto es, 
fW =/(-*)■ Si se desplaza el qe vertical hasta la posicion 
de Ja Fig. 15-7(6) se obtiene una funcion impar en la que 
f(x) = -/(-*). Si el eje vertical esta en cualquier otro pumo 
que los de la Fig, 15=7, la onda cuadrada no sera ni par ni 
impar y su serie contendra senos y cosenos. Es esencial, pues, 
en el analisis de funaones periodicas la election conveniente 
deJ eje vertical para tener una funcion par o impar siempre 
que el tipo de onda lo haga posible. 

El desplazamiento del eje horizontal puede simplificar la 
serie que representa a la funcion. La onda de Ja Fig. 15-8(a), 
por ejemplo, no cumple los requisitos de una funcion impar 
hasta que se elimine el valor medio, como se observa en la 
Fig. 15-8(6). Por tanto, su serie contendra solamente un 
termino constante y terminos en seno. 

Como el equivalente exponencial del seno es imagina* 
rio puro y el de coseno es real, las consideraciones ameriores 
de simetria pueden utilizarse para comprobar los coeficientes 
de las series exponenciales. Una forma de onda par contiene 
unicamente terminos en coseno en su serie trigonometrica y, 
por tanto, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier 
tienen que ser numeros reales. Analogamente, una funcion 
impar cuya serie trigonometrica est£ formada por terminos 
en seno tiene coeficientes imaginarios puros en su serie ex¬ 
ponencial. 


ESPECTRO DE LINEAR 





Fig. 

15-7 



0 

u 

0 



xl 

0 



W 

Fig.15-8 


Se Hama espectro de tineas a una representacion grafica en la que figuran todas las amplitudes de 
los armonicos, Las Hneas decrecen rapidamente para ondas con series rapidamente convergentes. Las 
ondas con discontinuidades, tales como el diente de sierra y la onda cuadrada, tienen espectro con am¬ 
plitudes que decrecen lentamente, ya que sus series poseen armonicos muy altos, Sus armdnicos de orden 
10 tendran, normalmente, amplitudes de valor aprectable comparado con el fundamental. Por el con- 
trario, la serie de formas de onda sin discontinuidades y de aspecto generalmente suave convergen ra* 
pidamente a la funcion y basta con pocos terminos para generar la onda, Esta ripida convergencia se 
hace evidente en el espectro de tineas en que las amplitudes de los armonicos decrecen rapidamente 
de manera que por endma del quinto o del sexto son ya despreciables. 

El numero en armonicos y el espectro de lineas de una onda forman parte de su naturaleza y son 
invariantes respecto del metodo de analisis que se haga. El desplazamiento del eje al cero da a la serie 
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trigonometrica un aspecto completameme distinto y los coeficientes de la serie exponential tambiSn 
vanan mucho con dicho desplazamiento del eje, pero siempre aparecen los mismos armbnicos en las 
series y sus amplitudes, dadas por c„ = Ja*~+ b*„ o c. = |A„| + son consumes. 

En ia Fig. 15-9 se representan la onda en diente de sierra del Ejetnplo 1 y su espectro correspondien- 
te. Como en la serie solo existen terminos en seno, las amplitudes de los armdnicos c„ vienen dadas di- 
rectamente por 





-J-1——J_J_ L I 

i 2 3 4 s ® 
rnumero de vkh fundamental 


La serie exponential tiene terminos con pulsa- 
ciones -hnoj y —nco [vease Ec. (17)] y el espectro se 
construye como se ve en la Fig. 15*10, La amplitud * 

real de un armbnico dado es la suma de las dos ampli¬ 
tudes, una para -\-no) y la otra para —mv En el espectro 

de la Fig. 15-10 aparecen lineas con amplitud l0/4rc . . i t I j I i ■ . 

para n = -2 y n - +2. Sumandolas se tiene 10/2 ti - 5 -4 -a -2 -1 0 1 % a a 5 n 

que da la amplitud real de este armomco, lo que con* 

cuerda con el espectro de la Figura 15-9, Fig. 15-10 


SINTESIS DE ONDAS 

Sintesis es una combinacidn de las partes para formar un todo. En el analisis de Fourier se llama 
sintesis a la recombinaeion de los terminos de la serie trigonometrica, ordinariamente los cuatro 0 cinco 
primeros, para reproducir la onda original. Con frecuencia, solo despues de haber efectuado la sintesis 
de una onda nos convencemos de que la serie de Fourier expresa realmente la onda periodica de la que 
fue obtenida. 

La serie trigonometrica para la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 con una amplitud de pico 
igua! a 10 es r 


m = 5 


i° . . 10 , n x 10 

sen c at ^ sen 2o)f ^— sen — 

77 Ctt Ott 


Estos cuatro terminos se han representado y su* 
Hindu tfil lit Fin, 15* 11, y tumqiie el resultado no es 
un tiienlc de sierra perl'celu sc vislumbru que to- 
mando mas terminos se acercaria aun m&s, Como 
esta onda tiene diseoiuinuidades, su serie no 
converge rapidamente y, en eonsecuencia, la sin¬ 
tesis utilizando solo cuatro terminos no da un 
resultado demasiado bueno, El termino siguiente 
para la pulsation tiene una amplitud 10/4 tc, 
que es apreciable todavia com pa rad a con la fun* 
damental de amplitud 10/rr. A m.edida que se 
anaden terminos en la sintesis de la onda se van 
reduciendo las irregular!dades de la resultante 



http://www.leeydescarga.com 




















Mas libros gratis en http://www.leeydescarga.com 


CAP. 15] ANALISIS DE LAS FORMAS DE ONDA POR EL METODO DE FOURIER 225 

y sc mejora la aproximacidn a la onda original. Esto es lo que queria expresarse cuando se decia an- 
tenormente que la serie converge a la funcidn en todos los pmtos continuos y al valor medio en todos los 
puntos de discontinuidad. En la Fig. 15-11 para 0 y 2n es evidente que habri un valor 5, ya que todos los 
terminos en senos son nulos en dichos puntos. Estos son los puntos de discontinuidad y el valor de la 
funcidn es 10 cuando nos aproxiraamos por la izquierda y 0 cuando to haceraos por la derecha • el valor 
medio es 5. ’ 


VALOR EFICAZ Y POTENCIA 

Una onda periodica, no senoidaJ, de corriente al circular por una resistencia da lugar a una po- 
tencia que viene determinada por el valor eficaz (o valor medio cuadratico) de la onda. En el Capitu- 
lo 2 se vio que el valor eficaz de una funcion del tipo 

/(f) = ia 0 + cticosuf + a 2 cos2 w t + + b, sen U + 6 2 sen2 w f + •■■ 

es 

Ftf ~ V(i a °) 2 + + i<t 2 + ■ ■ ■ + ib? + i& 2 + • ■ ■ (l£) 

Expresando la ampiitud armdnica por c„ = ,/aj + b l y escribiendo c 0 para el valor medio de la Ecua- 
cion {18) tendremos, 

= V c o + $ e \ + + JcJ + - • ■ 

Si se considera un circuito lineal con una tension aplicada periddica podria esperarse que la corrien- 
te resultante tuviera los mismos armonicos que la tension, pero con amplitudes de valor relativo dife- 
rente, ya que la impedancia varia con no), Es posible que aigunos armonicos no aparezcan en Ja corrien¬ 
te, puesto que la resonancia paraleio da lugar a una impedancia infinita. En general, se puede escribir; 

v ™ Vo + 2 Vnsen^t + ^J e i = h + £ h sen (n«t + ^ B ) (Jp) 

con los correspondientes valores eficaces 

Kt - + \y\ + • e l cf = v//o -F + £/* + • ■ ■ (20) 

La potencia media /\(activa) se obtiene por integracion de la potencia instantdnea dada por el 
producto de v e i t 


p = vi = [V o -f 2 sen ( nt »t + <#>„)][^o + 2 ^sen(n U it + ^ n }] (21) 


Puesto que v e i tienen periodos de T segundos, su producto tiene que tener un ntimero entero de pe* 
riodos 7\ (Recuerdese que para una onda senoidal simple de tensidn aplicada el producto vi tiene un 
periodo mitad del de la onda de tensidn.) La potencia media 


P 


f [^0 + 2 sen («<■>* + £„)] [fo + 2 /« sen (w«< + f n )] dt 


( 22 ) 


El examen de los terminos posibles en el producto de dos series infinitas muestra que pueden ser de los 
siguientes tipos: Producto de dos constantes, producto de una constante y una funcidn seno, producto 
de dos functones seno de frecuencias diferentes y funciones senoidales al cuadrado. Despues de la in¬ 
tegracion el producto de las dos constantes sigue siendo V 0 I 0 y las funciones senoidales al cuadrado, 
con los limites aplicados, resulta ser [VJJ2) cos (4> n - </-„), mientras que todos los demas productos! 
por integracion en un periodo T, son nulos. En estas condiciones la potencia media 


P — VqIq + iVj/icosSj + \Vih cos 61 + iV.t/jcos 5 s + 


<») 
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siendo 0„ = (<p n - el Angulo en la .impedancia equivalente del circuito a la pulsation no} radianes 
por segundo y V n e 1„ son los valores m&ximos de las respectivas funciones seno, En los circuitos de co- 
rriente alterna (c.a.), con una frecuentia se vio que la potencia media (activa) es P = VI cos 0 , que esta 
incluida en (25), ya que V es una tension eficaz V = V m d+Jl e / = de forma que P 

cos 0. En circuitos simples de corriente continua (c.c.) la potencia es VI , incluida en (23) como V 0 I 0 . 
Por canto, la Ecuacion (23) de la potencia es general, incluyendo circuitos de c.c. y de c.a, con una fre¬ 
cuencia, y tambien ondas periodicas no senoidales. Se observa tambien en (23) que no contribuyen a 
la potencia media las tensiones y corrientes de frecuencias diferentes. Por tanto, respecto de h poten¬ 
cia, cada armonico actua independientemente. 


APLICACION AL ANAUSIS DE CIRCUITOS 

Se ha sugerido anteriormente la posibilidad de 
a pi i car los terminos de una tension desarrollada en 
serie a un circuito lineal y obtener los armonicos co- 
rrespondientes de la serie de la intensidad de corrien¬ 
te. Este resultado es consecuencia del teorema de su¬ 
perposition. Esto es, se puede considerar cada uno 
de los terminos de la serie de Fourier como la tension 
de una fuente independiente, tal como se ha hecho en 
la Fig. 15-12. Entonces, la impedancia equivalente de! 
circuito para cada pulsation armonica se utiliza para 
calcular la corriente que corresponde ai citado armo¬ 
nico. La suma de las respuestas individuales consti- 
tuye la respuesta total a la tension aplicada en forma 
de serie. 



Fig. 15-12 


EjempJo 3. 

A un circuito serie RL , en el que R — 5 ohmios y L — 0,02 henrios, 
se le aplica una tension v — 100 + 50 sen cot + 25 sen 3 cot voltios, 
siendo to = 500 radianes por segundo. Determinar la intensidad de co¬ 
rriente y Ja potencia media (activa). 

Se calcula la impedancia equivalente del circuito para cada pul¬ 
sacion obteniendose despues corrientes respectivas. 

Para w = 0, Z = 5 y 

I 0 = VJR m 100/5 = 20 

Para u) = 500 rad/s, Z Y - 5 + ;(0,02)(500) = 5 + jlO con lo que 



Fig, 15-13 




50 


^ sen M - 0i) - TT-j-r sen (oj/ - 63,4°) = 4,48 sen (tot —' 63,4°) 

\ZA 11,15 

Para 3 oj = 1500 rad/s, Z 3 = 5 + ./3G, con lo que 

; ™ - 61,) fit sen {3tuf - 80,54*) = 0,823 sen (3w/ - SO,54”) 

1 |Z 3 | 30,4 

La suma de las corrientes armdnicas es la respuesta total pedida. 

/ = 20 + 4,48 sen [tot - 63,4°) + 0,823 sen (3u>/ - 80.54*) 

Esta corriente tiene un valor eficaz 

I„ = v /20 2 + 4,48 2 /2 + 0,823 2 /2 = y/Mfi = 20.25 

que da lugar en la resistencia de 5 Q a una disipacion de potencia 

P = Rll = (5)(410,6) - 2053 W 


V 
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Como comprobarion, se puede calcular la potencia media total, hallando la potencia correspondiente a cada 
armonico y sumando los resultados obtenidos. 


Para tu = 0, 

Para oj = 500 rad/s 
Para = 1500 rad/s, 
Entonces 


P - L 0 / 0 = 100(20) = 2000 W 
P = i^/i cos Q x = i( 50X4.48) cos 63,4* = 50,1 W 
P = \V 3 l 3 cos 0 3 = i{25)(0,823) cos 80,54° = 1,69 W 
P r - 2000 + 50,1 ^ 1,69 = 2052 W 


Otro metodo 

El desarrollo en serie de la caida de tension en la resistencia es 

= Pi = 100 + 22,4 sen (car - 63,4°) 4- 4,11 sen (3<w - 80,54°) 
de donde V R - ^/lOQ 2 + £(22,4) 1 + *(4,11) 3 = ^10259 = 101,3 

La potencia suministrada por la fuente vale ~ V\!R = (l0l,3) 2 /5 = 2052 W. 


La serie exponential de Fourier se emplea de manera analoga, excepto que normalmente la im- 
pedancia del circuito es funcion de /jcj y los coeficientes de la serie intensidad de comente l„ se ptieden 
calcular a partir de la relacion \VZ nt como se hace en el Ejemplo 4 siguiente. 


Ejemplo 4, 

A un condensador de capacidad C faradios se le 
aplica la tension representada por La onda triangular 
de la Fig. 15-14. Hallar la intensidad de la comente 
resultante. 

En el jntervalo -n < cot < 0, la funcion tension 
vale p = + {2V m Jn)toU y para 0 < cat < n, v - 

Four - (2 V m Jn)uit. Los coeficientes de la serie expo* 
nencial se determinan por las integrates correspondien- 
tes en un periodo, 

A„ = ^ f [V mm + {2V m , x h)ut)e-^t d ( ut ) 

+ [V m ~ (2V m „/^t]e-^td{„t) 

4V 

de donde A„ = para n impar, y A n = 0 para n 



Fig.15-14 


La impedancia del circuito Z - 1 jjmC puede expresarse en funcion de n , esto es, Z B = 1 ijtmC. Ahora bien, 


In = 

y la serie de la corriente es 
i - 




) 


para rt impar unicamente 


La serie puede convertirse en la forma trigonometrica y haeer su sintesis para mostrar La forma de onda de la co- 
rriente. Sin embargo, esta serie es de La misma forma que el resultado del Problema 15-8, en ei que el coeficiente 
A n = - j{2 V/mz} para n impar solamente. El signo aqui es negativo, indicando que La onda de corriente es el ne- 
gativo de la onda cuadrada del Problema 15-8 y con un valor de pico (2 
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Problemas resueltos 


15-1 


Hailar la serie trigonometric a de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-15 y representar el 
espectro de lineas. 

v 

.' o 

-v 

Fig. 15-15 Fig. 15-16 


4 Vh- 


-at 




123456780 


En ei intervaio 0 < ojj < n,/(f) = V\ para k < (Di < 2n t f(t) = — v\ El valor medio de la onda cs ccro; 
en consecucnria, oq/ 2 = Q. Los coeficicntes de los cosenos se obtienen haciendo la integral correspondiente 
en un periodo con las funciones en la forma siguiente: 


-HC 


V cti&nut + 


^ (—' V) cos nut d(ut)J* — sen — jj^sennwtJ J* 


= 0 para lodos los valores de n 

Por consiguiente, la serie no contiene terminos en coseno, Analogamente, para los terminos en seno, los coe- 
ficientes son 


b 


n 


i|j V sen nut d(ut) + J (-V) sen noi d(ut> 

r + [Jco .*,*]*■ 


V 2V 

— (— coa nr + cos 0 + cos n2r - cos nr) — — (1 - cos nr) 

rn v vn 


Por tamo, b n = 4 V/itn para n = 1, 3, 5, ... * y b t = 0 para n = 2, 4, 6 , ... El desarrollo en serie de la onda 
cuadrada es 


/(£) = —^ sen + 7 .— sen tat 4 - *— 3 en But + 

v or or 

El espectro de lineas de esta serie es el representado en la Fig. 15-16. La serie contiene solamente terminos en 
seno de armonicos impares, lo que se podria haber deducido sin mas que examinar la simetria de la forma de 
onda. Como la onda de la Fig. 15-15 es impar, su serie contendrd tinicamente terminos en seno y t puesto que 
tiene tambi£n simetria de semionda, solo babri armdnicos impares. 


15*2 Hailar la serie trigonometrica de Fourier de la onda triangular de la Fig. 15-17 y representar el 
espectro de lineas. 
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La onda es una funcidn par, puesto que/{/) =/(-/), y suprimiendo el valor medio F/2 tiene tambien 
simeina de semionda, esto es,/(/} = -f( t + r/2). En el imervalo -n < at < 0, f{t) = V + {V/n)ojt: para 

Q <wt < n f{t) = V - (r/nko r Como las formas de onda pares solo tienen terminos en coseno, b - 0 
para lodos los valorem cnteros de n, * 


“ f [V 4- (V/VM] CG3tt at <t{wt) + i C\V - (V/ir)ut] COS Titdf d( w 

F f r ir f Q r v t 

“■< I C037Uj ^^(u£) + 1 1 —cos?t«id{wi) — | cos nwf d((j 

1 . " & 


= z/ri 

37* \L nJ 


^ cos uuf + — sen nut \ 


rcosftwt + ^ sen nut 


_ y 2V 

- i C0S ® “ COs (—Kv) m COS nir + COS 0} = ^2 ri “ C03 n *) 

Como predice la simetria de semionda, la serie solo tiene terminos impares, ya que a„ = 0 para n = 2, 4, 6, . . « 
Para n = 1, 3, 5, . , , , a n ~ 4K/7tV. Por tanto, la serie de Fourier pedida es 

„ V 4V 4V „ 4V 

2 + jj .2 C09wi + ^jgCOsSwi 4- 


Los coeficiemes disminuyen como l/n J y, por tanto, la serie converge mis rapidamente que la del Problema 15-L 
Este hecho se hace evidente en el espectro de la Figura 15-18. 


15-3 Hallar la serie trigonometrica de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-19 y dibujar el espec¬ 
tro de lineas, y 



Fig.15*19 


Fig. 15-20 


Por simple inspection se deduce que el valor medio de la onda es cero y que se trata de una onda impar. 
En consecuencia, la serie solo comiene terminos en seno. En el periodo de -je a +n la onda viene dada por 
la expresion/(0 = (y/n)wt, por Jo que utilizaremos estos limites para d calculo de la integral correspondien- 

1 r 

6 " = 7 J * <' Vh)ut sen nut d( u t) = “S sen nu s ~ ~ «»s uw*J' = -(cos n r ) 

La funcion cos nn es positiva para n par y negativa para n impar, con lo que d signo de Jos coeficientes es al- 
temativamente positivo y negativo. 

2V 

fit) = — {sen ^ sen 2ut + J sen 3 ut — £ sen 4ut + * ■ *} 

Los coeficienres disminuyen como l/n y, por consiguiente, la sene converge Jentamente, lo cual se ve en ei es¬ 
pectro de la Fig. 15-20, Excepto en lo que se refiere al despJazamiento del eje al cero y al termino medio, la 
forma de onda es identica a la del Ejemplo 1. Si se comparan los espectros de las Figs. 15-20 y 15-19 se obser- 
vara su semejanza. 


15-4 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-21 y dibujar el 
espectro de ffneas. 

En el intervalo 0 < o>t < i r,/(/} - {F/nkuri y en n < m < 2n,f{i) = 0. El valor medio, por simple ins- 
peccion de la onda es F/4, Como la onda no es ni par ni impar, la serie contendra senos y cosenos. En el in¬ 
tervalo de 0 a ii, se tiene 
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J I I I i ■ 


1 a 3 4 5 fl 7 a e 

Fig. 15*22 

an = + ^sen^cj = ^~(eo S nr-l) 

Cuando « « par, (cos nit - 1) = 0 j a, = 0. Cuando , es impar , a , « -2 K/Jv,. Los cocfidentes 6. son 
~ tt J sen rtui = — ["—jiscnTUji — "cosn^il — —^{costiir) 

o r L n ft F« ' 

El signo cambia con b. = - v/nn para n par y b, = + I'/tw para n impar. La serie de Fourier pedida es 

— ¥_ _ 2F 2V 2V 

^ * 4 *2 C03w( (3 r )2 COs3w£ — j^y^CQSStat — 

, V V v 

+ — *en«i - 2^^n2«£ + — sen Sat - 


Las amplitudes de los armonicos pares vienen dadas direciamente por los coeficiemes b„ puesto que no 
hay lermmos encoseno pares. Sm embargo, l as amplitudes de los armonicos impares han de calculate ulilizando 
c„ = >» 2 + bl Por consiguiente, c, = v /(2F/« 2 ) 2 + = (0,377)F. Analogamenle, c 3 _ (0,I09)F y 

c i ~ (0,064 }V. Ei espectro de linens aparece representado en la Figura 15-22. 


15-5 Hallar la serie trigonometrica de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-23 y dibujar su esDec 
tro de Hneas. J y 



Filer, 15*23 


Fig. 15-24 


La onda no presenta simetria y> por tamo, es de esperar que las senes coniendran senos y cosenos Como 
el valor medio no se puede dedueir por simple inspection, se calcula a 0 del termino a 0 -2 de la serie 

a o = “J Vscnw(d(L>f) - - — 

A continuation, se determina a n \ 

1 r* 

a * “ “ J V sen at cos nut rf(u£) 

= Y. sen sen nut — cosn^i coa^i - !* _ V 

T l ~n* + 1 j 0 “ r (l - »*) (cosn,r + l > 
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Con n par, a K = 2Vjn{\ — n 2 )\ y con n impar* a H — 0. Sin embargo* esta expresidn es indeterminada para n — 1 
y* por tan to, hay que integral - por separado para hallar a u 

1 r* 

— — | V sen ut coa wf d(u() 

Ahora sc calcula b n : 

1 

6, — - I V sen uf sen nut d(ut) 

r 

La expresibn es indeterminada, como antes, para n — 1, con lo que b L debe calculate por separado, 

*■ - - r 

Con esto, la serie de Fourier pedida es 

V \ v 2 2 2 

/( ( ) = 7 1 * + 2 sen ~ 3 cos ^ ~ 16 coa ^ coa 6wt — 

El espectro de lineas de la Fig, 15-24 muestra el termino fundamental y las amplitudes rapidamente decre- 
cientes de I os armonicos superiores. 


i J sen 2ut = 0 


- ^ 


sen uf co3 nut — sen nut cos ut 


—«* + 1 


]' 


~ 0 


15-6 Hallar la serie trigonometries de Fourier de la 
onda senoidal rectificada que se representa en la 
Fig. 15-25, cuyo eje vertical se ha desplazado de la 
posicibn que tenia en el Problema 15-5. 

La funcion estd definida en el intervalo —n < cot < 0 
por/ri) = — V sen cot, EJ valor medio es el mismo que en 
el Problema 15-5 S esto es, a 0 — 2 V/ji. Para los coeficientes 
a H tenemos 





1 

IT 



sen «£) cos nwt 


V 

Tll-tf) 


(1 + coa njr) 


Para n par, a x = 2 K/ti {1 — n 3 ), y pa La n impar, a n = 0 excepto para n = 1 , cuyo caso hay que considerarlo por 
separado. 


*i 


- u> 


V sen 4 >i) coa « t d{«() = 0 


Para los coeficientes b resulta 


l r° 

b n = - J {—V sen wt) sen ttut d(ut) = 0 

Tambien aqui esta expresion es indeterminada para « * 1; sc calcula, pues, por separado, 
&! = “ J (-V) sen* d(at) ~ — ^ 


Por tanto, la serie pedida es 

v 

fit) - 


- sen ut 


r coa 


2 2 

n* coa 4ut — cos 6ut 

15 


...} 


Esta serie es identica a la dd Problema 15-5; excepto el termino fundamental que ahora es negative. El 
espectro de lineas es s evidentemente, identico al de la Figura 15-24, 

15-7 Hallar la serie trigonometriea de Fourier para el pulso rectangular de la Fig. 15-26 y represen- 
tar el espectro de lineas. 


Con el eje vertical en la position mostrada la onda es par y la serie contend^ solamente cosenos y un ter¬ 
mino constante. El periodo que se considers para el calculo de los coeficientes es desde — it hasta +n, y la fun- 
cion es nula excepto en el intervalo de — rt /6 a + 71 / 6 . 
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—*76 


r/ G 


Fig. 15-26 





2V Kir 


1 V 1 r t/ * At *\ — sen — 

-If Vd( u t) = =•, = - } V costtwi d(ut) - — sen g 

J-v/S ' 


Puesto que sen nnj 6 — 1/2, ,^3/2, 1 ? ^/3/2, 1/2, 0, —1/2, - - - P ara n — ri 2, 3, 4, 5, 6 f 7, . . . , respectivameri¬ 
te, la serie es 


m 


= y + ^" j|coso)f + ^ Q) cos 2ut + 1 (5) cos3ut + yr (4) cos4 u e 
+ ^ cos 5ui — £ /y) cos7u( - • 


/(£) n y~ q- — 5 i sen{»ir/6) cosw«( 

w 6 ff n=l » 


El espectro de Hneas representado en la Fig. 15-27 detrece muy lentamente, ya que la serie converge rauy 
lentamente a la funcion. Tiene particular interes el hecho de que las amplitudes de los armonicov octavo, no- 
veno y decimo son superiores a la del septimo, Con las ondas simples antes consideradas, las amplitudes de los 
armdnicos superiores eran progresivamente decrecientes. 

15-8 Determinar la serie exponential de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-28 y dibujar el 
espectro de Hneas. Obtener los coeficientes de la serie trigonometric a y compararios con los del 
Problema 15-1. 



Fig. 15-28 


, 1 

| , 

2V_ 
*■ ~ 



, i 

-T-1 1 

-5 -4 - 

3 “3 - 

l \ 

a ’ 

1 t i 

j * 5 


Fig. 15-29 


En el intervale - * < a>t < 0 J(t) = - V t y para 0 < c ot < nj(t) = V. El valor medio de la onda es cero. 
La onda es impar; por tanto, los coeficientes A ft son numeros imaginarios puros. 

= + \ Ve-Mdfat)} 

+ fcfe'H."} 


A. 


V 

~ 2tt 


v V 

— _ ^0 4 . e fav 4 - e ^jnir —. — j — (e inv — 1 ) 

Para n par, - t 1 y A, = 0; paia n in 


t impar, e’"' = - 1 y A„ - -jQVjnn). La serie de Fourier pedida 


es 


At) = 


2V 


2V , , ,2V- 

—j3wt -j- j — — } — e J 

v 3 T 


try 2 V - 

j — ~ ej3wt ” ' “ 

dr 
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El espectro de la Fig, 15-29 representa las amplitudes para puisaciones positivas y negatives. Combi- 
nando los valorem para +n y -n se tienen las amplitudes representadas para la serie trigonometrica en la Fi- 
gura 15-16, 

Los coeficientes de los cosenos en la serie trigonometrica son 


y 


Q fl A„ "I - A_ n 


K = j[A„-A_ n ] 


- '[-■ 



,2V . / 

. 2V \ 


■f 

IS 

«■> 

1 

3 (-**)/ 

,2V 

, . 2V 1 

in 

3 nr 

+ 1 (-«r)J 

nr 


que coincide con Jos coeficientes de la serie trigonometrica obtenidos en el Problems 15-1, 

15-9 Hallar la serie exponential de Fourier para la onda triangular de la Fig. 15-30 y dibujar el es¬ 
pectro de lineas. 




En el intervalo -n < o>i < 0, f{t) = V + {V/n)cot f y para 0 < wt < n, f(t) - V - (Vfnjcot. La onda 
es par y, por tanto, los coeficientes A n son reales, Por simple inspection, el valor medio es V/2. 


~ jj" [V + d(ut) + JT [V — dfat )| 

jj' ate-*™* d(ut) + J d(wt) + J ite 


V_ 

2^ 2 




v 1° r e “jwwt , v 

“ i? ILfw"J.. - LpSW'-'-’ -■»],) - S?! 1 -*”-) 

Para n par, = +1 y A, = 0; para n impar, A„ = 2V/n 2 n 2 , Por tanto, la serie es 


/(f) 


2V 

+ 1=3#*'** + 


2V 

(~*) 2 


V 

+ 2 


9V 9V 


El espectro se representa en la Fig. 15-31 con lineas para +n y -n, que, si se suman, da las mjsmas am¬ 
plitudes del espectro de la Figura 15-18. 

Los coeficientes de la serie trigonometrica son 


= A n + A_ 


2V 


+ wH-n)* 


2V 


4V 

TT 2 n 2 


solo para n impar 


— ilA n A *.*] 


. f 2V 2V 1 
" 1 |_- 2 n? jr^-npJ 


Estos coeficientes concuerdan con los resultados del Problema 15-2. 

15-10 Determinar la serie exponential de Fourier para la onda senoidaf rectificada que se representa 
en la Figura 15-32. 

En el intervalo 0 < cot < n> fit) - V sen <ot; y desde n a In, f{t ) - 0. Entonces, 
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V/- 


V - 




- {.it 


Fig.15-32 

= d- V sen ut e-*™* d(wt) 
2 tr 


> \ i 


-fl-5-4-3-2-1 0 1 £ 


■ f 


An 


= zr 

2^ |_i 


o 

<!-»*) 


( —jnsenut — cos ut) 


Fig.15-33 


" 2^1 ^ + V} 


Para n par, A„ = V/n{ 1 - n 2 )\ para n impar, e~*"" = - 1 y A, = 0. Ahora bien s para n = ± 1 la ex¬ 
press de A fl es indeterminada. Puede aplicarse la regia de L'Hopital, esta es, se derivan numerador y deno¬ 
minator respecto de n y, despues, se hace que n tienda a 1; en estas condiciones, Aj = -j(Vj4) y A_ t =j{Vj4). 
El valor medio es 


if' vr _ i ir __ v 

4 0 - J Vseiiutdtuf) - - ~ 


La serie exponencial, por tan to, es 

fit) - 1 ' 


~ + 7 ~ “ £ e3 “‘ - ifc eH “‘- 


Es interesante observar que solo hay dos coeficientes imaginarios en la serie, para n = ± 1, y que el coefkien- 
le del seno en la serie trigonometrica del Problema 15-6 es b x = jtAj — A_ : ] = it — j{ K/4)] = 

El especuo de lineas de la Fig. 15-33 represents las amplitudes de los armonicos de la onda y debe com- 
pararse con la Figura 15-24. 


15-11 Hallar la pojencia media (activa) disipada en una resistencia R = 10 ohmios si la corriente 
tiene una intensidad i = 10 sen art + 5 sen 3 art + 2 sen 5 art. 

La corriente tiene un valor eficaz / cf = ^/jtlG) 2 + i(5} 2 + j{2) 2 = v/64,5 “ 8,03, La potencia media 
es, pues. P = RI 1 = (10}(64,5) = 645 W. 

Otro metodo. 

La potencia total es la suma de las potencias de los armonicos y viene dada por cos 6. Ahora 

bien, la tension en bornes de la resistencia y la corriente estan en fase para todos los armdnicos y 8, = 0. Por 

tanto, 

v R = Ri = 100 sen tor 4* 50 sen 3 a>t + 20 sen 5 art 
y P = i(10)(100) + i(5X50) + 1(2)(20) - 645 W, 

15-12 Hallar la potencia media suministrada a un circnito si la tension aplicada y la corriente resul- 
tante son 

t -. = 50 + 50 sen 5 x 10 3 f + 30 sen 10 4 t + 20 sen 2 x 10 4 f 

, = u,2 sen (5 x 10 3 t + 63,4°) + 10,6 sen (10 4 f + 45°) + 8,97 sen (2 x 10 4 r + 26,6°) 

La potencia media total es la suma de la potencia de los armonicos. 
p _ L(50)(n s 2) cos 63,4" + y(30)( 10,6) cos 45° + ^(20)(S t 97) cos 26,6° ™ 317,7 W. 
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15-13 Obtener las constantes del circuito serie de dos elementos con la tension aplicada y la corrien¬ 
te resultante dadas en el Problema 15-12. 

La serie de la tension tiene un termino constante igual a 50, pero no existe un termino correspondiente 
en la serie de intensidad de corriente, lo cuai quiere decir que uno de los elementos ha de ser un condensador. 
Puesto que se suministra potencia al circuito, el otro elemento tiene que ser una resistencia. 

La intensidad eficaz es / = v ^n,2) 2 + £(10,6) 2 4- y(8,97) 2 = 12,6. 

La potencia media es P = RI 2 , de donde R = P/I 1 = 317,7/159,2 = 2 £L 

Para a , = 5 x |Z| = - 50/11,2 - 4,47. Como |Z| = ^JR 1 + X\ la reactancia capacitiva 

x c = \f (4,47) 2 - 4 — 4 0. Por otra parte, X c = l/{wC), de donde C = l/faXA = 1/(4 x 5 x 
H> 3 ) = 50 mF- 

Por tanto, los dos elementos son una resistencia de 2 Q y un condensador de 50 de capacidad. 

15-14 La onda de tension de la Fig. 15-34 se aplica 
a un circuito serie de R = 2000 ohmios y 
L = 10 henrios. Utilizando la serie trigono- 
metrica de Fourier, obtener la tension en bor- 
nes de la resistencia. Representar el espectro 
de lineas de la tension aplicada y para mos- 
trar el efecto de la autoinduccion en los ar- 
monicos. — 377 radianes por segundo. 



La tension aplicada tiene un valor medio el mismo que en el Problema 15-5. La fuucion de onda 

es par y, por tanto, la serie solo contendra terminus en coseno, cuyos coeficientes se obtienen de la siguiente 
integral: 




1 

V 


^ - it n 


300 cos uf cos 


d(wt) 


600 

Al-n 2 ) 


cos nr/2 


La funcion cos roi/2 toma el valor -1 para n = 2, 6, 10_y +1 para n = 4, 8, 12, . . . Para n impar, cos 

rni/2 = 0. Sin embargo, para n = 11a expresion es indeterminada y el coeficiente ha de calcularse por separado. 

i f'SoOcos^M) = = 300 

' J -*/* r l 2 4 2 

La sene de la tension es s pues, 

tj- 2 2 2 

1 4- — coa wf + ^ cos 2«t — yt coa + TE COfi — 



La impedancia total del circuito serie 
Z = 72 4 - JhojL se calcula para cada armo- 
nico de la expresion de la tension. El resul- 
tado figura en la tabla adjanta 

Los coeficientes de los terminos de la se¬ 
rie de intensidad de corriente son los de la serie 
de tension divididos por Z, y los correspon- 
dientes terminos de corriente est&n defasados, 
en retraso, un angulo 0. 


n = 0, 7 0 


71 

n*j 

R 

nuL 

i*i 

9 

0 

0 

2 kQ 

0 

2 kQ 

0" 

1 

377 

2 kQ 

3,77 kQ 

4.26 kfl 

62' 

2 

754 

2 kQ 

7,54 kQ 

7,78 ktl 

75,1° 

4 

1508 

2 kQ 

15,08 kQ 

15.2 kQ 

82,45° 

6 

2262 

2 kQ 

22.62 kQ 

22.6 kfi 

84,92 rt 


300/71 

Tkn ; 


300/2 

n=1 ’ '■ = V6kQ C ° S(<U '- 62 “ ); 

600/3 ft 

n = 2, fj = (2&)f - 75,r);etc. 
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La serie de intensidad de corriente es, por tanto, 


300 

t — + 


2 k£l n (2)4,26 kQ 


300 600 

cos (tvf - 62°) + ^ cos (2 a>f — 75,]°) 


600 


3jt( 7,7S kfi) 


■ COS (4tut - 82,45^) + 


600 


15*05,2 kfl) ’ ' ' 35 jc( 22 p 6 kfl) 

La tensidn en homes de la resistencia de 2 kfl es, sencillamente, i(2 kfl) o bien 


cos (6w/ — 84,92°) 


u* = 95,5 + 70,4 cos (u>/ — 62°) + 16,4 cos (2cu/ - 75,I c ) 

- 1,67 cos (4nj/ - 82,45°) + 0,483 cos (6cW - 84,92°) - ■ ■ - 

En la Fig. 15-35 el espectro de la tension aplicada y v K muestra claramente como han sido reducidas las am¬ 
plitudes de los armonicos por la inductancia en serie de 10 H. 



{a) 


JOO/r 



1 


Fig.15-35 



15-15 La corriente en una bobina de autoinduccion L — 0,01 henrios tiene la forma de onda dada 
en la Fig. 15-36. Obtener la serie trigonometrica de v L , tension en bomes de la bobina. cu = 500 
radianes por segundo. 



El valor medio de la intensidad de corriente es cero y la onda es par. La serie, pues, solo contiene termi- 
no$ en coseno. En el iniervalo -n < tot < 0, ; = 10 +■ (2Q/7t)a>/; y en el intervalo 0 < iot < / = 
10 - (20/jt ) a > i . 

a„ = —'I j [t0 + (20/r)«t] cos nut d(ut) + j" [10,— (20 /t)«(] cos fiwt <£(«t) ^ 

40 \ 80 . 

~ — costtir) = “i n 2 solo para n impur. 

La serie de la corriente es 

i ” ^ jcosut + ^cosSwi + ~ cos 6w# + ^cos7*jt -I- 

La tension en bornes de la bobina es 


v L 


~ ^{cosut + ^ cos 3«t + ^coa6uf + ■■*} 

^{-sen^t - J sen3w* - £ sen 5^f - ^senTut - 


La forma de onda podra obtenerse por sintesis, pero esta serie difiere de la del Problems 15-) en un signo 
men os. Asi, pues, t L es una onda cuadrada y es.la opuesta de la onda de la Figura 15-15. 
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CAP. 15] ANALISIS DE LAS FORMAS DE ONDA POR EL METODO DE FOURIER 

Problemas propuestos 

15-16 Sintetizar la forma de onda dada cuya serie trigonometrica de Fourier es 
SV 

/(O — u i~ jT — ^ sen 3b>£ H- sen f — ^scn7uf + »■*} / 

15-17 Sintetizar la forma de onda cuyo desarrollo de Fourier es 

. > ' '■ 

40 

/(0 = 6 “ -^{coaui + £cos3ut + ^ cos5^1 + *>*) 

20 , 

+ -^(senuf — £ sen 2 ut + £ sen3uf — ^ sen 4ui -f ■ ■ ■) 

15-18 Sintetizar Ea forma de una onda cuya serie de Fourier es 

/(i) = V i ^ — - cos ut — cos 2ut 4- “ cos — “-eos4*jf — cos 6«t 

\4rv $T 1 Or Gv 


237 


+ jsenwt - ^ sen 2ut + y|^sen4«t - ■ * * j 


15-19 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda cn diente de sierra representada en la Fig. 15-37 y dibujar 
el espectro de lineas. Comparese con el Ejemplo 1, 

V V 

Sot. f{t) = y + “(senwi + \ sen 2«t + £ sen + *• } 



- vt 



- tot 


15-20 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda en diente de sierra de la Fig, ] 5-38 y dibujar su espectro 
de lineas. Comparese con el resultado del Problema 15-3. 


~2V 

Sot. f(t) = (seniiit + ^ sen 2u>t + J sen + J sen 4«t + ■■■) 

15-21 Hallar la serie trigonometrica de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-39 y dibujar el espectro de lineas 
correspondiente, 

4V 

Sot . f(t) = -jjy{c03wt + ^COSSwt + ^ COS 4- ■■•} 

2V 


— {sen tot + £ sen 3wt + £ sen G w £ 4- ■ ■ *} 



0 

-F- 


- at 


Fig. 15-40 

15-22 Escribir la serie trigonometrica de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig, 15-40 y dibujar su es¬ 
pectro de lineas, Comparese con el resultado del Problema 15-1. 


Sot. 


4V 


f[t) — {eoa tot — cos 3wt ■+■ £ cos 5u£ — ^ cos 7 ut 4- 1 • *} 
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15-23 Hailar la serie trigonometrica de Fourier de las formas de onda representadas en las Figs. 15-41^) y (6). Dibu- 
jar el espectro de lineas de cada una y comparar los resultados. 


Sol. Mt) 
hit) 


= s + J, {£( sen if) c<w + i 1 ~ cos fl) *" nui 


50 


J.{50 


nbr\ 

—i 


sen I cos nut + — 
3 1 nir 


(-~t; 


sen nut 


n 


r/12 


(a) 


5t/3 2# 


(b) 


Fig.15-41 


4r 


- wt 


15-24 Hailar la serie trigonometrica de Fourier de la onda senoidal rectiiicada de la Fig. 15-42 y dibujar su espectro 
de lineas. Comparar el resultado con el de los Problemas 15-5 y 15-6. 

y f 2 2 2 1 

SoL fit) = — < 1 + | cos ut + g cos 2ut - jg cos 4ijf + — cos 6wt - ■ ■ ■ S 



ut 



- ut 


Fig. 15-43 

15-25 Hailar la serie trigonometrica de Fourier de la onda senoida) rectificada de la Fig. 15-43 y dibujar e) espectro 
de lineas. 


So/. 


2V 

fit) — — {1 + j cos 2 at — ^ cos 4*>t + ^ cos 6ut — ■ ■ *} 


15-26 La onda de la Fig. 15-44 t$ andloga a la del problema anterior, pero con el eje vertical desplazado, Hailar su 
desarroJIo en serie de Fourier y comparar Jos dos resultados. 

Sat , fit) 5 = — {1 - | cos 2 ut — cos tut — & cos 6<4 - ■ ■ ■ > 



ut 



. at 


15*27 Determinar la serie de Fourier de la onda representada en la Figura 1545, 

V 


Sot 


m = h ~ s C0B “* + 5 


r(coatt3r + ri sen rtir/2) cos nut 


^ * . ’V r-nF cos «W2~| 

T ben wt + i r; -rt— sen nut 

4 *=iL J 
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15-28 Determinar la serie de Fourier de la onda de la Fig, 15-46, Sumar esta serie con la del Problems 15-27 y com- 
parar la suma con las series obtenidas en el Problems 15-5, 


SoL 


fit) = 


V , V t ^ V[n sen nr/2 - 1] 

2 ^ + — cos ut + -—— - - cos nut 


jr(rt* — 1) 

Vn coa nw/2 


v + -l X r n coa nviz . 

t X scn + X — rr~ —=r— sen nut 
4 «=2 ir(l-n*> 



—- ut 



■ Lit 


15-29 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda de la Fig. 15-47 y representar el espectro de lineas. Converter 
los coeficientes oblenidos aqui en los coeficientes de la serie trigonometrica* escribir la serie trigonometrica y 
compararla con el resultado del Problema 15-4. 

m = v {- - - *1°-™ - (i-'s)*"*" + i 

- (£ + >£)*'“' + j h ei ** ~ (i + *£)**“' - 

15-30 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-48 y dibujar su espectro de lineas. 


Sol. /(t) = V 


+ (? " j h) 


i&ait 4 - j — e ~j2wt -f 

4jt 


gihlt 


j'Jt, gj2at 4- 

4jt 


(i + <'£)•■ 


± 
4 


4- 



2x 

Fig. 15-49 


' wt 


15-31 Escribir la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-49 y representar su espectro de lineas. 
Sumar las series exponenciales de los Problemas 15-29 y 15-30 y comparar la suma con la serie aqui obtenida 


SoL 


m = v- 


+ /rr-e _,I “‘ + + 

3s- v 


| - i\+* ~ *£•"“* ~ 


15-32 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-50 y dibujar su 
espectro de lineas. Convertir los coeficientes obtenidos aqui en los de la serie trigonometrica, escribir esta y 
comparar el resultado con la serie obtenida en el Problema 15-19. 


Sol, 


m - y - 


+ *£•-<“ + + 2 


i - / 2 T eJ “‘ - ih enu ' - 




Fig. 15-51 
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15-33 Hallar la sene exponential de !a onda representada en la Fig. 15-52 anterior y dibujar su espectro de lineas. 
Converter los coeficientes de la serie trigonometrica calculados en el Problems 15-20 en los de la serie expo¬ 
nential y compararlos con los coeficientes de la serie aqui obtenida. 


Sot. 


/(t) — vJ*" — -j- + 

[ *ir ir tr 2ir 


15-34 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-52 y dibujar su espectro de 
lineas. Converter los coeficientes a coeficientes de la serie trigonometrica, escribir esta serie y compararla con 
la obtenida en el Problema 15-21. 


Sot. 


m = v{- + 


+ (9 T* + ’€)*'- 


pj3wt 4 . 



- wt 


0 

-v- 


Fig, 15-53 


15-35 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-53 y dibujar su espec- 
tto de lineas. Convertir los coeficientes de la serie trigonometrica del Problema 15-22 en los de la serie expo¬ 
nential y compararlos con los obtenidos aqui. 


Sol, 


2V 


/(f) = —{■ - + + ewt — - ■ ■ *} 


15-36 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-54. Dibujar el espectro de lineas 
correspond iente. 


Sot. 


m = ... _ s sen ( _ r : ) , -*“' “ + t 

+ ^"(f)*** + |: sen (f) eJ2 “‘ + ■" 




£tt 


Fig. 15-54 



(JC 


15-37 Determinar la serie exponential de Fourier de la onda senoidal rectificada de La Fig. 15-55. Convertir estos 
coeficientes en los dc la serie trigonometrica y compararlos con los resultados del Problema 15-24, 


Sol , 


AO - 


V V V V 

“ — + ~ e -jwJ ^- 

loir 4 tt 

v . V „ v 

+ ““ 4 . 

4 3?r 15 jt 


15-38 Hallar la serie exponential de Fourier de la onda recti¬ 
ficada de la Fig. 15-56 y dibujar su espectro de lineas. 


Sot. 


f(t) = 


+ 2V + ^ e « U . 

r off 

- £r c ‘ 4u ‘ + • • • 

15ir 



- Lit 


Fig. 15-56 
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CAP. 15] ANAUSIS DE LAS FORMAS DE ONDA POR EL METODO DE FOURIER 24! 

15-39 Delerminar la tension e intensidad de corriente eficaces y la potencia media (activa) suminisirada a un circuito 
pasivo si la tension aplicada es v = 200 + 100 cos (500/ + 30°) + 75 cos (1500 + 60°) voltios y la corriente 
/ - 3,53 cos (500/ + 75°) + 3,55 cos (1500 + 78,45°) amperios. Sol. 218.5 V; 3,54 A; 250,8 W. 

I5-W Se aplica una tension t> = 50 + 25 sen 500/ + 10 sen 1500/ + 5 sen 2500/ volnos a los terminales de un cir- 
cuito pasivGj siendo la intensidad de la corriente que resulta 

' = 5 + 2,23 sen (500/ - 26,6°> + 0,556 sen <1500* - 56,3"> + 0.186 sen (2500* - 68,2 r ) 

Calcular Ja tension eficaz, la intensidad eficaz y la potencia media (activa}- SoL 53,6 V; 5,25 A; 276,5 W. 

15-41 Un circuito de tres elementos en sene, R = 5 ohmios, L = 0,005 henrios y C — 50 micro fa radios, tiene apli¬ 
cada una tension p = 150 sen 1000/ + 100 sen 2000/ + 75 sen 3000/ voltios. Cajcular la corriente eficaz y la 
potencia media (activa) del circuito, Dibujar los espectros de lineas de la tension y de ta corriente y observar 
el efecto de la resonancia sene, SoL 16,58 A; 1374 W. 

1S42 Por un circuito sene de dos elementos con R = 10 ohmios y L = 0,02 henrios circuJa una corriente * = 5 sen 
100/ + 3 sen 300/ + 2 sen 500* amperios. Hallar la tension eficaz aplicada y la potencia media (activa) 

Sof „ 48 V; 190 W. 


15-43 Una bobina pura de autoinduccion L = 0.01 henrios tiene una onda de corriente triangular. Fig, 15 - 57 . con 
m = 500 Dianes por segundo. Escribir la serie exponential de Fourier de la corneme y hallar la serie reprc- 
sentativa de la tension v L en homes de la bobina. Compares* el resuliado con el del Problema 15 - 8 . 

r> f 200 

L Vl = <■'’ - - je-*' 4- jV-* -f 



Fig. 15*57 Fig. 15-58 

1544 A una bobina pura de autoinduccion L = 0,01 henrios se le aplica una tension cuya forma de onda se ha di- 
bujado en la Fig. 15-58, siendo cu = 200 radianes por segundo. Obtener ta serie de la corriente en forma tri- 
gonometrica e identificar su forma de onda. 

£0 

SoL i = fsenuf - J sen 3wt + ^ sen ^ sen7wt + - ■ •} 


v 

15-45 La onda de la Fig. 15-59, senoidal rectificada por com¬ 
plete, represents la tensjdn aplicada a un circuito LC. 

El valor maximo de la tension es 170 voltios y <y = 377 
radianes por segundo. Utilizando la serie trigonometries 
de Fourier, hallar la tension en Ja bobina y en d conden- 
sador. Representar d espectro de iineas de cada una. 

1546 Un circuito de tres dementos esta formado por una resistencia R = 5 ohmios en serie con una combination 
en paralelo de L y C. Para w ^ 500 radianes por segundo, las reactancias correspondiernes son J2 y -yB ohmios. 
Hallar la corriente total si Ja tension aplicada es v = 50 + 20 sen 500* + 10 sen 1000/ voltios. 

SoL i = 10 4- 3,53 sen (500/ - 28,1°) A. 
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Capitulo 16 


Regimen transitorio en circuitos 

INTRODUCCION 

Cuando se hace pasar a un circuito de una condition a otra, sea por un cambio en la tension apli- 
cada o por una modification de uno de sus elementos, se produce un periodo de transition, durante el 
cuai, las corrientes en las ramas y las caidas de tension en los elementos* varian desde sus valores ini- 
ciales hasta otros nuevos, Transcurrido este periodo de transition, llamado rigimen transitorio , el cir¬ 
cuito pasa al estado o regimen permanente. 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a un circuito que contenga elementos que almacenen ener- 
gia resuka una ecuacion diferencial que se resuelve por los metodos conocidos. La solution esta forma- 
da por dos partes: la solution de la ecuacion homogenea o funcion complementary y una solution par¬ 
ticular de )a ecuatidn compieta. En el sistema de ecuaciones de analisis de circuitos, la funcion com- 
plementaria tiende a cero en un tiempo relativamente corto y es la parte transitoria de la solution. La 
solution particular es la respuesta en el regimen permanente, que hemos estudiado en ios capituios an- 
teriores. Los metodos aplicados en este capitulo por los cuales se obtiene la solution particular son, 
generalmente, largos y engorrosos y nunca tan directos como los ya utilizados. Sin embargo, la apli- 
cacion de dichos metodos permite profundizar en el sentido fisico de la respuesta en regimen perma- 
neme como parte de la respuesta compieta. 


Regimen transitorio en corriente continua 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL 

El circuito serie RL de la Fig, 16-1, al cerrar el interrupt or, 
se le aplica una tension constante V. La segunda ley de Kirchhoff 
conduce a la ecuacion diferencial. 

Ri + L ft = v w 

Utilizando !a notation del operador D = djdi y despejando VjL 
se tiene 



La ecuacion (2) es una ecuacion diferencial lineal de primer grado 



Fig. 16-1 


“ ay = o bien (D - a)y = ^ (5) 

siendo D = djdx , a una constante y (ft una funcion de pero no de y. La solucion compieta de (J) esta 
formada por la funcion complementaria y la solucion particular, y es 

y - y c + y p = ce a * + e ax J* e~ ax %dx (4) 


en donde c es una constante arbitraria determinada por las conditiones iniciales del problema. Segun 
(4), la solucion de (2) es 

f _ ce -m/ut + e-iR/iwJ' e <«/L)t (j-^ dt = ce~ tli,Lit + ^ (5) 
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Para hallar la constante c hacemos / = 0 en (5) y sustituimos la corriente / por su valor inicial L 
Esta comente inicul es la corriente inmediatamente despues de cerrar el interrupter. La autoinduccion 


at. La se- 


esta relacionada con la tension y la corriente por las expresiones v = L~ e i ^ i 

bo^V^T? n0S d f Ce ^ Ue eualquiera que sea ia tensi ° n aplicada, la corriente que circula por una 
bobma ha de ser una funcion contmua. Por tanto, si la corriente es cero para , = 0- tiene cue ser 
nula para / = 0-f. Sustituyendo en (5) se tiene * ^ 


= 0 = c( 1) + V/R o bicn c = -V/R (6) 
y lievando este valor de c a (5) resulta 
V t V V 

1 = -R e R/L)t + R = ^( 1 ^ (7) 

Esta ecuacion representa un crecimiento exponential, como 
se observa en la Fig, 16-2. El grafico muestra el periodo de 
transition durante el cual pasa la corriente desde su valor ini¬ 
tial nulo hasta el final VjR del regimen permanente. 



La constante de tiempo r de una funcion como la definida en (7) es el tiempo para el cual el exoo- 
nente de e es igual a la umdad. Asi, para el circuito RL , t = L;R segundos. Para 1 r la cantidad dentro 
del parentesis en (7 toma el valor (1 - e~ l ) = (1 - 0,368) = 0,632. Para este tiempo, la corriente 

CS , SU Va ? r fina ' De J8Uai forma ’ para 2 i, (1 - e _2 J = U - 0,135) = 0,865, y la comente 

es el 86,5 / 0 de su valor final. Despues de 5 t, generalmente, se considera terminado el regimen transi- 
tono. Por conveniencia, la constante de tiempo es la unidad que se utiliza para representar graficamente 
la corriente dada por la ecuacion (7). 


Otro ejemplo puede ser la caida exponential, repre- 
sentado en la Fig. 16-3 con la siguiente ecuacion: 

f(t) = Ae^ at (8) 

en donde la constante de tiempo, con la definition dada, 
es r = 1/ff. Para el valor 1 tti 1 = 0,368 y la funcion ha- 
bra caido al 36,8 % de su valor inicial A. Para 2 t, e~ 2 = 
0J35 y la funcion es el 13,5% de A. Despues de 5 ; se 
considera terminado el regimen transitorio. 



La tension transitoria en Jos elementos del circuito RL se obtiene a partir de la corriente. En estas 
condiciones, la tension en bornes de Ja resistencia. 


y en bornes de Ja bobina 


v R = Ri = V(1 - 


(9) 


v 


i 





“ (RfL)t 




( 10 ) 


La tension transitoria en la resistencia es una expo¬ 
nential creciente con la mi.sma constante de tiempo que la 
corriente, mientras que en la bobina es una exponencial 
decreciente, pero con la misma constante de tiempo, La 
suma de v R y v L satisface la ley de Kirchhoff en el periodo 
transitorio, (Vease Figura 16-4.) 

v R + v L = V(l-e-< R/Lii ) + Ve~t R ' tH = V (H) 
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La potencia instani&nea en cualquier elemento de circuito viene dada por el producto de la ten- 
si6a y la corriente. Asi, la potencia disipada en la resistencia es 


P» = = V(1= 

~(1 - 2e~ CR/LU + e' 2(R/L, ‘) 

(IS) 

y en la bobina 

5 

7 

1 

7 


p t = V J = = 

(IS) 

Por tanto, la potencia total es 



Pt “ Pr + Pl = ~ 

g-CJl/DtJ 

(U) 


En la Fig. 16-5 se han representado las tres funciones potencia, siendo los valores en regimen per- 
manente p R y p Tt V 2 /R y RI 1 , en donde I representa la intensidad de corriente en regimen permanente. 
La potencia transitoria en la bobina tiene su valor inicial y final nulos y es la potencia que corresponde 
a la energia almacenada en el campo magnetico de la misma. Para demostrarlo, integramos p L desde 
cero a infinito. 



El circuito RL de la Fig. 16-6 tiene una corriente inicial i 0 = V/R, En el instante f = 0 se conmuta 
el interruptor a la posicidn 2 que elimina la fuente y pone en cortocircuito a la rama RL serie. Aplican- 
do la segunda ley de KirchhofT al circuito sin fuente tendremos la ecuacibn 



+ Ri 


o bien 


f n a, — 

{ U + L 


)i = 


(16) 


cuya solucidn es 

Para t — 0, la corriente inicial es : 0 
de la intensidad de corriente es 


i = ce~ iRiUi (17) 

V/R, Sustituyendo en (17) c — V/R, con lo que la ecuacion 

i = (18) 


Este decrecimiento o caida exponential se representa en la Fig. 16-7(a). Las tensiones correspon- 
dienies en homes de la resistencia y de la bobina son 

v R - Ri = Ve~ lR/L '“ y v L = L~ = (19) 

representados en la Fig. 16-7 (b). la suma satisface a la ley de Kirchhoff ya que, con el interrup- 

t/z yt 

tor en 2, la tension aplicada es cero. Las potencias instantdneas p R ~ ~e- 2(RILn y p L = - -%e 
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Fig.16-7 

se representan en la Fig. 16-7(c). Si/? L se integra desde cero hasta infinito se ve que la energia disipada 
es exactamente la que fue almacenada en el campo magnetico durante el regimen transitorio previo* 
$LI . Durante el transitorio, esta energia se transfiere a la resistencia. 


REGIMEN TRANSITORIO EN CERCUITOS RC 

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito RC de 
la Fig. 16-8 resulta la ecuacion diferencial siguiente: 

g J" i dt + Ri = V (20) 

y derivando, 

b + R Tt = 0 obien + = 0 («> 

La solution de esta ecuacion horaogenea solo contiene la funtidn complementaria ya que la solucidn 
particular es cero. Por tamo, 

i = ce'i/RC -(£g) 

Para determinar la constante c, observese que la ecuaridn (20) para t = 0 es JW 0 = Vo bien 
'o = V ! R - Sustituyendo el valor de i 0 en (22) se obtiene c - V/R para / = 0. Entonces, 

i = (28) 

La ecuacion (23) tiene la forma de una caida exponencial, Figura 16-9(u). 

Las correspondientes tensiones transitorias son 



v R = Ri = Ve~ t/fic y v c = ^Jidt = V(1 ~ e~‘ ,RC ) (si) 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS 


y aparecen representadas en la Fig. 16-9(6). Las potencias instantaneas 


V . 


Vt 

" R 


V* t 

P c - v c l = 


”2(/KC) 


[CAP. !6 


(25) 


se pueden observar en la Figura 16-9(f). . 

La potencia transitoria /t c , cuyos valores inicial y final son nulos, corresponde a la energia alma- 
cenada en el campo electrico del condensador con una tension constante V entre sus placas. Puede com- 
probarse por integration de p c desde cero hasta mfinito. 


£ = § - e~ iuHC )dt 


icv 


(26) 


El circuito serie RC de la Fig. 16-10 tiene el interrup- 
tor cn la posicion 1 el tiempo sufieiente para que se esta- 
blezca el regimen permanente y, en el instante t - 0, se 
conmuta a la posicidti 2. Con el interruptor en esta posicion 
la ecuacion del circuito es 




hS< 


dt + Ri = 0 


( D + wc)< * 


cuya solucidn es 


i = ce 


- t/ftC 


(27) 

(28) 



Fig. 16-10 


Para determinar la constante c se hace / - 0 en (2S> y se sustituye la comen e in.cral , 0 . Como e 
condensador se carga a una tension V con la polaridad md.cada en el esquema la cornente m.cial 
opuesta a i; en consecuencia, i 0 = - VjR. Entonces. c = - V/R y la mtensidad de cornente es 

i - (29) 

Este decrecimiento transitono se ha representado en la Fig. 16-11(«). Las tensiones transitorias 
correspondientes en los elementos del circuito 

( 80 ) 


v R — Ri ~ — Ve 


"' = hS iltt = Ve "'‘ 


se reoresentan en la Fig. 16-11(6). Observese que v x + v c = 0 satisface a la ley de Kirchhoff ya que no 
hay ninguna tension aplicada con el interruptor en la posicion 2. Las potencias iransitorias 

2t/KC y v ■= v i = - Y- e ~ lu RC (^/) 


V 2 

Pr-~ v h l ~ j? e 


se representan en la Fig. 16-11(f). No hay ninguna fuente responsable de p R . pero es evidente que a 
energia almacenada en el condensador se transfiere a la resistencia durante este regimen transitono. 
La comprobaeion de que al integrar p c entre cero e mfimto se obtrene el valor - jd' se deja aomo ejer- 

cicio. 
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC REFERIDO A LA CARGA 

En un circuito serie RC es conveniente, con frecuencia, conocer la ecuacion que representa la car* 
ga transitoria q. Entonces, puesto que la intensidad de corriente y la carga electrica estan relacionadas 
por i = dqjdt , se puede obtener dicha intensidad por simple derivation respecto del tiempo. 

En la Fig, 16-12 se ha cargado el condensador con la 
polaridad que se indica ya que q tiene el mismo sentido que 
i en !a Fig. 16-8. La ecuacion refenda a la intensidad de co- 
rriente es 

3 J* i dt + Ri = V (32) v 

y puede escribirse en la carga sustituyendo i por dqjdt. Por 
Lanto, 

i + *w= V ob “" ( c + w) 5 = 5 < ss > 



Utilizando el metodo seguido en la deduction de la ecuacion (5la solucibn es 

q = ce~ t/RC + CV 


Para / = 0, la carga inicial del condensador es q 0 — 0 y 

q Q = 0 = c( 1 j + CV o bien c - -CV 


(35) 


Llevando a [34) este valor de c se obtiene 

q = CV( 1 - e~ URV ) 


( 36 ) 


La carga en regimen transitorio es una exponential creciente hasta un valor final CV. Entonces, si se 
analiza un circuito como el de Ja Fig, 16-10, tomando como base la carga, el resultado es un ecreci 
miento de la carga desde el valor CKcomo representa ia ecuacion 

q = CVe-‘ l!ic ^ 




En la Fig. j 6-13(a) se ha trazado la funcion q en carga y descarga, repreMntando*Jas ^nciones 
de intensidad correspondientes en la Fig, 16-13(6). Como la carga q tiene que ser , 

q ^ CV para f (—) y r'f + j, mientras que i es cero para f'(-) y vale - VjR P ara 


REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUrTOS RLC 


Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuito sene RLC 
de la Fig. 16-14 se obtiene la siguiente ecuacion integrodiferencial 


Ri + L % + eX‘ 


dt = V 


(38) 


Derivando se obtiene 



Fig.I6-U 
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L z? +R ft + h = 0 « b “" ( D! + r 0 + ro)‘ = 0 <"> 

que es una ecuacidn diferencial lineal de segundo grado y homogenea cuya solution particular es cero* 
La funcidn complementaria puede ser de tres tipos segun los valores relativos de R^ L y C. Los coefi- 
cientes de la ecuacibn caracterisdca D 1 + {R/L)D + l jLC — 0 son constantes y las raices son 

n _ -nth + - 4 7lc n -R/L - VWW - 4 JLC 

Ur -2- y l>2 — -— - —2- ( 40 ) 

Haciendo a = -K/2Z- y /? = \/{Ri2L) 2 - 1 JLC, 

Di = « + p y D 2 = a — /8 (W) 

El sub radical puede ser positive, cero o negativo y la solution es, entonces, amortiguada, supercri- 
tica, critica y subcritica (oscilatoria), respectivamente. 

Caso 1. (R/2L) 2 > 1 jLC. Las raices D x y D 2 son reales y distintas, dando lugar al caso de amor- 

tiguamiento supercritico. La ecuacion (JP) se puede escribir, entonces, en forma de producto 


= o . m 

y la intensidad de corriente es 

i = de ia ^ u + o i = e at (c!e &t + <?**-*) (43) 

Caso 2, (Rj2L) 2 = l/LC. Las raices D x y D 2 son iguales y la solucidn corresponde al caso de 

amortiguamiento critico, En forma de producto, la ecuacion (JP) se convierte en 

(D- a )(D-a)i = 0 (U) 

cuya solution es i = e ar (ci + c%t) (45) 


Caso 3. (RjlL) 1 < l/LC Las raices D x y D 2 son complejas conjugadas y la solution co rres- 
oinde al caso de amortiguamiento subcritico u oscilatorio. Definiendo p — y l/LC - {R/2L) 1 , y a 
como antes, la forma de producto de la ecuacion con operador es 

[£>-(« + jp)] [D - (a - ip)]i = 0 (46) 

cuya solution viene dada por i = e ai (c i cos pi 3- d sen pi) (4?) 

La intensidad de corriente contiene, en todos los casos, el factor e* 1 , y como ot = -J?/2L, el valor 
final es cero, garantizando que la funcion complementaria desaparece, en un tiempo relativamente 
corto. Los tres casos se esquematizan en la Fig* 16-15 cuando el valor inicial es cero y la pendiente ini¬ 
tial es positiva. 
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Regimen transitorio en corriente alterna 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL CON AL1MENTACION SENOIDAL 
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En e! circuito serie RL de la Fig. 16-16 al cerrar el inte- 
rruptor se aplica una tension senoidal. En dicho momento, la 
funcidn de tensidn puede estar en un punto cuaiquiera del pe- 
riodo y, por tanto, el Angulo de fase $ puede tomar valores 
desde 0 hasta 2n radianes por segundo. Aplicando la segunda 
ley de KirchhofT se obtiene la siguiente ecuacion: 


<T 


©t 

, +■ *)} 


Hi + ~ V mtLX sen (mt + <#>) o bien ~ 

= fV -f R!L)t 

i = e -UUUt C e K 

p J L 

La solution completa, por tanto, es 


r nun 

L 


Fig. 16-16 

sen (mi + 4>) 


(W) 


La funcion complementaria es i c = ce y la soludon particular 

max 


nt 4" tj>) dt — 


VR 2 + JL* 


sen + 4> — arc tg vL/R) 


= i + L = ce~ 


sen ( w £ + <i> — arc tg mL/R) 


,_ , , (W) 

\/R 2 + JU 

La bobina impide cualquier cambio brusco de ia corriente y, como antes de cerrar el circuito la inten¬ 
sidad es cero, se deduce que i 0 - 0. Por consiguiente, para t = 0 


0 = c( !) + ■ 


Sustituyendo en (49) y la intensidad es 
-Vn« 


sen (^ — arc tg wL/R) y 


c — 


-V n 


\/R 2 + JL 2 


sen (^ - arc tg <*L/R) 


= e~ 


r— -— sen (<j> - arc tg *L/R)\ -b j;— — 

[Vfl 1 + .*# j x/Rt + JL 2 


sen (mt 4- $ — arc tg u >L/R) 

(50) 


EJ primer sumando de (50) contiene al factor e~ iR ' Lir que se anula en un tiempo relativamente cor- 
to. La expresion entre corchetes es, simpiemente, una constante, cuyo valor depende del momento del 
ciclo <j> en el que se ha producido el cierre del circuito. Si (<p - arc tg <oL/R) = m r, siendo n = 0, L 2, 
3,... ,1a constants vale ceroy la corriente pasadirectamenteal regimen permanente. Y si (<f> - arctg a>L/R) 
= (1 + 2n)nj2, el regimen transitorio tendra la amplitud maxima posible, 

El segundo sumando de (50) es la intensidad en regimen permanente, retrasada respecto de la ten- 
si6n aplicada un angulo arc tg a>L/R. Esta soludon particular, obtemda anteriormente por integracidn, 
puede determinarse por el metodo de los coefitientes indeterminados, El metodo es aplicable cuando 
la fyncion de entrada es un seno, un coseno o una exponential, ya que en estas funciones las deriva¬ 
tions sucesivas repiten el mismo conjunto de funciones. Para aplicar el metodo a la ecuacion (48), en 
la que el segundo miembro es sen (a>r + </>), suponemos una intensidad particular 


i p = A cos (mt -b $) 4- B sen {^t -b <£) 
en la que A y B son constants. La primera derivada vale 

tp = —A« sen (U -h + Bm coa (mt + 

Sustituyendo estas expresiones de i p e i p en (48) se obtiene 
{—Aw sen (mt -b <f>) + Bui cos (tot f <f >)) 

+ -j- (A cos (a A -b <f>) ~b B sen (mt + sen + ^>) 


Agrupando terminos semejantes, 


(-Am -b BR/L) sen (wt + <^) + (Bm -F AR/L) cos (mf + $) - 


sen (.( + 4 ) 
L 


{«) 

(52) 

(53) 
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e igualando los coeficientes de dichos terminos, se obtienen dos ecuaciones en A y /?, 

—Atii + BR/Li — Vmax/ L y R& + AR/B — 0 


de donde 


B = 


R 2 4- oAL 2 J ~ ft 2 + JL* 

Sustituyendo los valores encontrados de A y B en (J/), se obtiene la intensidad de corriente 


(55) 

(56) 


ip — 


— w LV man / j. , . \ , RV m8i > , | v 

C08M + *) + pa h 8 in(«t + ») 


o bien 


R 2 + *> 2 L 2 

Vi 




R 2 + JL 2 
sen (uj£ + 0 — arc tg toL/R) 


\?R 2 + JL- 

que es la misma que la solueion particular obtenida antes por integracion. 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC CON ALIMENTACION SENOIDAL 

En el circuito serie RC de la Fig. 16-17, al cerrar el inte¬ 
rrupt or se tlene aplicada una tension senoidai. La segunda 
ley de Kirchhoff conduce a la ecuacion 


(57) 

(58) 


Ri 


'♦If' 


dt = V’.na, sen (uf + 4 ,) 


{55) 


sen M + *) 


0t 




Derivando y teniendo en cuenta la notacion del operador re- 
sulta, j v Fig, 16-17 

(n + ^)i = ^ 608 (-*++> 

La funcion complementaria es i c = ce~ iiRC 

y la solueion particular, obtenida por integracion o por coeficientes indeterminados, es 

F ma* 


Ip — 


V r 1 + (i ucy 

Por tanto, la solucidn completa es 


1 — ce 


sen (U + + arc tg 1 fuCR) 

, sen (cut + <j> 4- arc tgl/wC/?} 


(62) 


m 


Para determinar la constante c hagamos t = 0 en la ecuacion (5P); la corriente inicial es, entonces. 


i 0 = sen <f>. Sustituyendo en (63) y haciendo / = 0 resulta 

sen 4 > = c( 1) + t/m ‘* = sen (<j, + arc tg 1 R.CR) 

R 9 w {1/-CT 


o bien 


c — 


—FT” sen d> — , .. 

R V& + (1 !»Cf 


sen 4- arc tg 1 I&CR) 


(65) 


Llevando el valor de c de (65) a (63) se obtiene e! valor compieto de la intensidad de corriente 

ym “ x —.-./«CR>] 


— IRC 


i - e 


r 

L R 


■ sen A — 


F 


\fR 2 + ( 1 ?«>C) 

F max 


sen (<£ + arc tg l/ w 


sen (oi£ + 0 + arc tg 1 f^CR) 


( 66 ) 


i/R*V(l/«C ) 2 

El primer sumando es el transitono con un factor de decrecimiento e~‘ IRC . La magnitud entre corchetes 
es una constante. El segundo sumando representa la intensidad de corriente en el regimen permanente 
que va en adelanto de fase. respecto de la tension aplicada, en un angulo arc tg \jwCR. 
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CAP REGJMEN TRANSITORIO EN CIRCUIT'OS 

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC CON ALIMENTAQON SENOIDAL 


A] cerrar el interruptor en eJ circuito serie RLC de la 
Fig- 16-IS se aphca una tension senoidal, La ecuacion resul- 
tante es 


K + L rt + iS td ‘ 


sen M -f 9 } (67) 


Derivando y tenicndo en euenta la notacidn operacional resulta 



D* 


, A' I 

+ l d + ’ 



cos -f <f>) 


( 68 ) 


Fig, 16-18 


La solucion particular se obuene por el metodo de los coeficientes indeterminados en la forma 
siguiente. Suponemos i p = A cos Lot + 0) + B sen {ojf + </>}. Se calculan despues L e i’l v se sustitu- 
yen en la ecuacion {67). Los valores de A y B se determinan entonces iguaiando Jos coeficientes de los 
terminos semejantes, como se htzo en el caso del circuito sene RL. Expresando eJ resultado como fun- 
cion de un solo seno, la solucion particular es 


V m , 


sen [ u d 


VW + (1/uC - ,.Lf- l 


arc tg mL) 1 ' 


(69) 


La funcion complementaria es identica a ia del circuito serie RLC en corriente continua que ya 
fue esludiada y cuyo amortiguamiento es supercritico, critico o subcrltico (oscilatorio) seeuti los va- 
lores de R, L y C. 


Caso /. (R/2L) 2 > 1 fLC. Las raices son reales y distintas, dando iugar al caso de amortieua- 
miento supercritico. = a + ft y D 2 = a - ft, siendo a = -R/2L y ft = J(R f 2Lf~ ]/LC\ La 
solucion completa es 


i m e nt (ci€^ -f- c 2 e' 


V# 2 + (1/cC - „L) 


sen /«( + <£ + arc Ig 




(70) 


Caso 2. (R/2L) \/LC. Las raices son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua- 

miento critico. La intensidad de corriente completa es 


i = e al (Ci -f c 2 t) + 


v 

* : !I*X 


\/R 2 -t- (1/iuC - ™L) a 


^>( + * + arc ig 


J. (J? 2L) 2 < 1/LC, Las raices son coniplejas conjugadas resultando el caso de 
miento subcrltico u oscilatorio y ia intensidad de corriente completa es 


) VO 

amorligua- 


i = cos fit + c 2 sen fSt) 


stendo /3 = y'l/^C - (R/2L) 2 . 


V u , 


VW+ n/ u c- 


= sen 1 ^ + 9 

,>L) 2 \ 9 


arc ig (1/u>C ~ * L '>) 

R / 


(72) 


Las soluciones puriiculares de las ecuaciones (70), (71) y (72) son identicas, mientras que la co¬ 
rriente transitona dada por la funcion complementaria es diferente en cada caso. Por ejemplo ; en el 
caso 3, la parte transform contiene un eonjunto de funciones senoidales de pulsation fi radianes por 
scgimdo. que es. en genera/, distinta de uj de la solucion particular. En consecuencia, es impostble pre- 
decir ia forma de la intensidad de comente durante el periodo iransitorio, siendo muchas veces muy 
irregular, Una vez que al lactor de decrecimiento ha anulado la parte transitoria, la corriente addanta 
o retrasa en fase respecto de la tension aplieada, segun los valores relativos de las reactancias 1/cuC y toZ,, 
un angulo arc tg (1 coC - (oL)/R. 
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Regimen transitorio en circuitos de dos mallas 


[CAP 16 


Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de dos mallas de la Fig. 16-19 conduce al sistema de 
ecuadones diferenciales: 


RyU + Lj~jh + R,k = V 
Ryiy + = V 


(73) 




Utilizando la notacion operacional y agrupando terminos se 
tiene 

(D + RJL^u + = ViU 

(RJU)u + (d + Rl ^* )u = V!L t 



Fi S . 16-19 


o bien 


D + Ri/Li 

RJL, 

ll 


~V/L, 

RJLi 

Ri + Rt 

U+ Li J 

ii 


v/u 


in) 


Con objeto de obiener una ecuacion de indepcndiente de i 2 , resolvemos el sistema por la regia 
de Cramer, 


( 75 ) 


D + R\ILt\ Ri/Li 


V/Ly 

Rl/Ly 

RJLt D + 

Ltt 

ii = 

v/l 2 

D + R l + Ki 
Li2 


HI determinante del primer miembro se desarrolla y ordena segun las potencias decrecientes de D. En 
el desarrollo del determinante del segundo miembro aparece el termino D(VtL x }\ ahora bien, como 
m D = djdt y VjL x es constante, dicho termino es cero. 


[^ + ( *' Ll + ££ —Wrob - VMUL , 


(76) 


La ecuacion caracteristica es de la forma D 2 + AD + B = 0, pero como en este caso. A 2 — 4B > 0 
para todos ios valores de las constantes del circuitc (siempre que ni L x ni L 2 sean nulos) la funcion com¬ 
plementary es de la forma dada en la ecuacion (43). Como la funcion de entrada es constante, una soiu- 
cion particular es ta constante que satisface a la ecuacion 


(£^)iiP = VRi/LiLi o bien i lp 

Aplicando ahora Ios mismos metodos a i 2 resulta 


V/Ry 


D + Ry/Ly Ry/Ly 


D + RJLt 

V/Ly 

R i "i" 

Ry/Li D + ‘ -- 

La 

ia - 

RJLt 

V/Lt 


(77) 


(78) 


Despues de desarrollar los dos determinates se tiene 

[° , + ( ' i ' I '. + f:£ t — ) o + S]‘- = ° 

La ecuacion caracteristica es la misma que la de (76) y, en consecuencia, las funciones complementarias 
son identicas. Sin embargo, la solucion particular de i 2 £& cero, ya que la ecuacion es homogenea, 

El examen del circuito demuestra que esto es perfeetamente razonable ya que, en regimen perma- 
nenie. L x aparece como un cortocircuito de la rama R 2 L 2 derivando de este modo la cornente de esta 
rama. Enlonces, /i, es la umca impedancia limitadora en el regimen permanente y, por tanto, la co¬ 
rnente es ^ = FA, tal como muestra la ecuacion (77). 
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Problemas resueltos 


16-1 A un circuito serie Rt , con R = 50 ohmios y L = 10 henrios, se !e aplica una tension constants 
V = 100 voltios en el instants t = 0 en que se cierra el interruptor Determinar {a} las ecuaciones 
de i\ v R y r L , ( b } la intensidad para t = 0,5 segundos y (c) el instante en que v R - v L . 

ia) La ecuadon diferencial de! circuito dado es 

di 

50 1 + 10^ - 100 o bien (D + 5)t = 10 (j) 

y Ja soiucion completa es 

t = i c + ip = ce-sr + 2 (2) 

Para i = 0, f 0 = G, con lo que 0 = r|J) + 2, de donde c = - 2. Por tamo, 

t - 2(1 - (j) 

que se ha dibujado en la Figura 16-201t;). 

Las tensions correspondientes en homes de los dementos del circuito son las representadas en la 


v R = Ri =. 100(1 - c-m) y v L = = 100«-« (*) 

Figura 16-20(/>) h 




Fier, 16-20 


ih) Haciendo / = 0,5 s en (j), se obtiene i & 2(1 - e 5,0 f> ) = 2(1 - 0,082) = 1 *836 A, 

(r) Cuando sea v s — cada una debera valer 50 voltios y, puesto que ia tension aplicada es 100, hacemos 
;> u bien v L iguai a 50 y se Kalla el valor de /. De ~ 50 ~ iOOe -5 '. De donde e~ 5t — 0,5 o bien 

5 1 - 0,693 y i = 0,1386 s. 


16-2 En el Problema 16-1 hallar las ecuaciones de p^y p L y demostrar que Ja potencia en la bobina 
corresponde a la energia almacenada en el regimen permanente en su campo magnetico. 

Con Jas intensidades y lensiones oblenidas en d problema anterior, 

p R = v R i = 100(1- c-sq 2(1 - e-sq = 200(1 - 2e~^ + e~^) 

p r = Vt i =1 i00e 2(1 - e"5 [ ) m 200(e— 


Vt “ Pa + Pi. = 200; 1 - c“ 5 q 

La energiu almacenada en ci regimen permanente por el campo magnetico es W = i LI 1 - |(10)(2) 2 — 20 
julios. 

La integral de p L desde v — 0 a t = x es If = f 200(c _J( — = 20 J. 
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16-3 En d circuito serie de ia Fig. 16-21 se pone el interrupter en la posicion 1 en el instante t - 0, 
aplicando con ello una fuente de 100 voltios a la rama RL. En el instante / - 500 microsegundos 
se conmuta el interruptor a la posicion 2. Obtener las ecuaciones de la intensidad de corriente 
en am bos intervalos y dibujar el periodo transitorio. 

En la posicion 1 la ecuacidn es 

100/ + 0,2 % = 100 o bien (D + 500)/ = 500 U) 

at 

y ia intensidad de corriente vale 

/'= f l e- 500 + 1,0 (2) 

Para t = 0, i = 0. Llevando la condicion inicial (2), 0 = c ^l } + 1.0 o bien = — 1,0. La intensidad es 

= 1,0(1 — e _i00 ') tf) 

Ai iiegar a ios 500 jis, este periodo transitorio se imerrumpe, siendo ia intensidad 

/ = 1,0(1 - sootsoo- io = j 0 f j _ 0,779) = 0,221 A W 



Con el interruptor en La posicion 2 la tension aplicada es 50 V, con igual poiaridad que con la fuente de 
100 V, y la ecuacion es 


100i 4- 0,2- =50 o bien (2) + 500)/ = 250 (3) 

dt 

y su solucion, i = c 2 e’ 5001 '” 11 + 0,5 (6) 

en donde /' = 500 /;s. Para / = t' en la Ecuacidn (5), el valor de la intensidad es O t 221 A t como ya se encon- 
tro en (4). 

/ - 0,221 = c 2 (l) + 0,5 y c 3 = -0,279 

Entonces, para t > i', i ™ — 0,279f fr| -+- 0,5 (?) 

La Ecuacidn (3) se aplica para 0 < / < t 1 y el periodo transitorio, de trazos en la Fig. 16-22, tiende al valor 
1,0 del regimen permanente. Al llegar a t f cuando la corriente es de 0,221 A, el interruptor pasa a la posicion 
2, y para t > ri.se aplica la Ecuacion (7) con un valor final de 0,5 A, 


16-4 Repetir el Problema 16-3 supomendo que la poiaridad de la fuente de 50 voltios se ha invertido. 

La primera parte del regimen transitorio, con el interrupter en la posicion 1, es igual que la obtenida en el 
Problema 16-3: i = 1,0(1 - t^ - 500 ') con / 0,221 A para t = 500 /rs, 

Al in vert ir la poiaridad de la fuente de 50 V se obtiene la siguiente ecuacion 

100; + 0,2— = —50 o bien (D + 500)/ = -250 (/) 

dt 

cuya solucion es 

, =. ce> - sooa-r') _ 0,5 tf) 


V 


http://www.leeydescarga.com 










pj//www ieeydescarga.com 


CAP. 16] REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS 255 

Ahora bien, para t = /' hi intensidad vale 0,221 A. Susti- 
tuyendo en la Ecuacion (2), 0,221 =* c(l) - 0,5, o sea, 
c = 0,721. La ecuacion de Ja corriente para t > t' es, 
por consiguiente, 

i = 0,721f'~ sood— f ■) _ Q 5 

En la Fig. 16-23 se ha representado Ja intensidad en 
el regimen transitorio, El valor final es -0,5 A, ya que 
con Ja inversion de la fuente de 50 V su sentido es opuesto 
al tornado como positive. 

16-5 A un circuito sene RC , con R = 5000 ohmios y C = 20 micro fa radios, se le aplica en el instante 
/ = 0 una tension constants V — 100 voltios (et condensador no tiene carga initial). Hallar las 
ecuaciones de /, Uj, y t) c . 

A] cerrar el circuito, la ecuacion es 

5000i + zoTi<F-J idt = 100 W 

Derivando y utilizando la notation operational resulta, 

(D + 10); ■= 0 cuya solucion es ; = ce” lDl (2) 

Haciendo t ~ 0 en la Ecuacion (7) la corriente inicial vale i 0 - 10Q/5Q0G - 0,02 A. Susiituyendo en (2), 
c = 0,02. La intensidad es, entonces, 

/ = G,02e” 101 ( 3 ) 

y las tensiones de regimen permanente en bornes de los elementos del circuito son 



- Ri - 5000(0,02 e~ 101 1 = 100 e~ l(H 

v c = Ifidt = = 100(1 

Los regimenes transitorios se han representado en la Fig. 16-24. En ei regimen permanente v R — 0 y 
v c - 100 V. 




16-6 El condensador de 20 microfaradios del circuito RC de la 
Fig. 16-25 tiene una carga inicial ~ 500 microculombios 
con la polaridad indicada en el esquema, En el instante 
r = 0 se cierra el interruptor aplicandose, en consecuen- 
cia, la tension constante V = 50 voltios. Determinar la 
intensidad de corriente en el regimen transnorio. 

Al cerrar el circuito, la ecuacion es 

lOOOi + .. . . n ( i dt — 50 o bien 

20 x10 ~ e J 



Fig. 16-25 

(D + 60)i = 0 (J) 


cuya solucion es 


i 


C(- Mi 


<*) 


Ahora bien, la fuente de 50 V da lugar a una corriente con el sentido dibujado en el diagrama, originando 
una carga + en Ja placa superior del condensador. La carga inicial del condensador q Q tiene una tensidn equi- 
valente F 0 = qJC = (500* 1G” 6 }.(20 ■ 10~ 6 | = 25 V, que tambien produce una corriente en el sentido mar- 
cado de r. Por tamo, para r = 0 la corriente inicial es i 0 = + qJCyR = (50 + 25J/1000 = 0,075 A. Susti- 

tuyendo en la Ecuacion (2), c = 0,075 y, por consiguiente, / = 0,075c” 501 A. 
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256 REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS [CAP. 16 

16-7 Repetir el Problema 16-6 refiriendo el regimen transitorio a la carga. ■ 

La ecuacidn, tomando como variable la carga, es 

1000 + 20x 9 10 . 6 § 50 obien (D + 50)<? = .05 ( 1 > 

cuya solucidn es g = c c + 10 3 

Para / = 0 el condensador tiene una carga positiva de 0,5 ' 10' 3 C en la placa inferior. La polaridad de la 
carga acumulada durante el regimen transitorio en la placa superior es positiva, En consecuencia* se hace 
qo = -0,5 ■ 10“ 3 yf = 0 en la Ecuacion (2), con lo que c = - L5 ■ 10'\Entonces= - 1,5 * + 10' 3 

y la corriente en el regimen transitorio es i = dq'dt = 0 ) 075e _i ° I A. 

En la Fig, 16-26 (a) se ve que el condensador tiene una carga inicial positiva de 0*5 - 10“ 3 C en la placa in¬ 
ferior y una final positiva de 1,0 * 10“ 3 C en la placa superior. La corriente en eJ regimen transitorio, i = dq/dt , 
se ha dibujado en la Figura 16-26(6)- 




16-8 


En el circuito RC de la Fig, 16-27 se pone el interrup- 
tor } en el instante t = 0, en la posicidn 1 y despues de 
una constante de tiempo (1 t) se pasa a la posicidn 2. 
Determinar el regimen transitorio completo de co¬ 
me me. 

En la posicidn 1 I? solueidn de la ecuacion diferencia! 
obtenida al aplicar la segunda ley de Kirchhoff al circuito es 

i - qe-f'RC cye-wwt (7) 



Fir. 16-27 


Para / = 0, i 0 = VjR = 20/500 = 0,04 A, Sustituyendo en (/), q = 0,04 y la corriente en el mtervab 
0 < f < 1 r es 

; = 0,04c“ 4O ™ ( 


Este regimen transitorio contmua hasta que / —It — RC - 
sidad de corriente tiene un valor : = Q.04c“ J — 0,0147 / 

Al pasar el interruptor a la posicion 2, d conden¬ 
sador tiene una carga en las placas que origina una ten¬ 
sion v c - 20(1 - c -1 } = 12.65 V, Esta tension, junto 
con la fuente de 40 voltios, hacc circular Ja corriente en 
sentido opuesto a la origmada por la fuente de 20 V. 
Haciendo r' = 1 t, la ecuacion de la intensidad en el 
segundo periodo de transition es 

/ = oc- 40CKKr “* f} ( 3 ) 

Para / — i\ 1 — — (40 -h 12,65)/500 — —0,1053 A, 
Susiituyendo en Ol c, ^ -0.1053. con lo que la imen- 
sidad es 

i = -0,1053c( 4) 

El regimen transitorio completo es el representado 
en la Fig. 16-28. Para 1 t la corriente tiene un valor de 
pico de -0.1053 A. 


500(0.5 ■ 10 ~ 6 ) = 250 jrs, En este instante Ja inien- 
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16-9 Determinar el regimen transitorio de carga en el Probiema 16-8 y derivar para obtener el de la 
intensidad de corriente. 

En la posicibn 1 la ecuacion referida a la carga es 

500 ^oTxicr 5 = 20 obien < y +4000)5 = °’ 04 (J> 

cuya solution es Q — c i e_ii&00j + 10 X 10 " 6 ($) 

Para t = Q, q 0 = 0. Con las condiciones iniciales en (2) } se obtiene c t — -10* 10 “ 6 y, por tanto, 

q - 10 X 10“ 6 (1 - a" 4 ™ 01 ) (i) 

Esta ecuatibn es valida en el intervalo 0 < / < t \ siendo t f = It. Para 1 t, la carga en d condensador es 

q = 10*10 ^(1 - e' 1 ) = 6,32* 10"® C. 

Con el interruptor en 2 la ecuacibn diferential es 

500^4-^__i-_ = —40 obien (D + 4000)g = -0,08 ( 4 ) 

y su solution 9 = c 2 40<KK( 0 — 20X10"* (5) 

Se determina c 2 por sustitucibn del valor de q para 1 t y haciendo f = 1 i en Ja Ecuacion ( 5 ), En estas condi- 
ciones, 6 S 32 ■ 10 “ 4 - c 2 { 1} - 20 * IG“ 6 , de donde c 2 « 26,32 ■ IQ -6 . Por tanto, 

q = 20,32 x 10” fl e _4Mocf “ (,) - 20 X 10"* (tf) 

La Fig. 16-29 represents el regimen transitorio 
completo, La intensidad se halla dehvando las 
Ecuaciones (i) y (b). Por consiguiente, en d in¬ 
tervalo 0 < f < la intensidad vale 

i - -^UO X 10“* (1 - c-sow*)). = 0,04 # -40<H)t 

y para t > t\ 

i - -T- {20,32 X 10-* _ 20 X 10-*} 

dt * 

= —0,1053^^ 4000it " f J 

Estos resultados son identicos a los obtenidos en 
las Ecuaciones (2) y (4) del Probiema 16-8. 


16-10 A an circuito serie RLC con R = 3000 ohmios* L - 10 henrios y C = 200 microfa radios, se 
le aplica una tension constante V = 50 vollios en el instante r = 0. Hallar el regimen transitorio 
de corriente y el valor maximo de la intensidad si el condensador no tiene carga iniciaL 

La ecuacion, una vez cerrado el circuito, es 

^OOOr +10—+ --- f i dt — 60 obien (Z?* + 300Z) + &00)i — 0 (2) 

avwi -r t 200 x 10-* J 

Las raices de la ecuacion caract eristic a son D L - — 298,3 y D* = —1,67, con lo que 

/ = c, c- 16 ' 1 + c 2 e- 2ye ’ 3f (2) 

Para calcular c t > c 2 se utilizan dos condiciones iniciales. Al contener una bobina el circuito serie, la funcibn 
de intensidad tiene que ser continua. Por tanto, st : = 0 para / = 0— , tambien vale 0 para t — 0+. Entonces, 
de la Ecuacion (l) t 10 di/di = 50 y di : di = 5. Si se escribe ahora (2 ) para t - 0 resulta, 0 ~ c^l) + c 2 (l), 
de donde c t + c % = 0, Haciendo 0 en la primera denvada de (2) y sustituyendo el vaJor dijdi = 5 se ob- 
t i ene 5 _ _ 1 .67<?j. - 298,3c 2 . Resolviendo el sistema de ecuaciones que relacionan las constantes se obtie- 
nen los valores c t — 0,0168 y c 2 -- —0,0168. Por tanto, 

= 0 , 0168 ?" ll07 ' - 0 , 0168 e- 3 ^' 3f ‘ (■?) 
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258 REGIMEN TRANSlTORiO EN CiRCUITOS [CAP. 16 

Para hallar cl maximo de la corriente se hace d\(dt igual a cero y se despeja /. 

di/d! = (0,0168){- 1 - <0,01 68 N-298.3 = 0 o bien ( = 0,0175 s 

Llevando esie valor de t a la Ecuador (5) se obiiene 0,0161 A. 


16-11 Un circuito serie RLC , con R = 50 ohmios, L = 0,1 henrios y C - 50 microfaradios, tiene 


apiicada una tension constante V = 100 voltios en el instante t = 0. Hallar el regimen transi- 
torio de corriente, supuesta cero la carga iniaal del condensador. 

AI cerrar el circuito, la ecuacion diferencial es 

50/ + 4- 5Q x \ 0 -b ( i dt = 100 o bien { D 2 *+- bOOD 4- 2 X 10 s )i = 0 (1) 

Las raices de la ecuacion caracteristica son Z> : = —250 -r >371 y D 1 = —250 - y'37l; en consecuencia, la 
intensidad de corriente es 

i - e -2501 (Ci cos 3711 4 Ciieo37l£) {£) 

Para t - 0 la corrieme es cero. Emonces, de (2j se reduce, i 0 = 0 = (1 )icj cos 0 4- c 2 sen 0J y = 0, 
La Ecuacion (2) se transforma en 

i = Cj scn371t (j) 

Derivando (J), di/dt _ Ci {e’ 2M '(371) cos 371t + (-250) sen 3?lt} (4) 

De (/}, para / = 0, 0,1 [di;dt ) = 100. de donde. di dt = 1000. Sustituyendo en (4). para / = 0, di/dt = 1000 = 
c 2 37J cos 0 y C; = 2,7. Por tamo, ia intensidad buscada es / = sen 37]/), 


1642 Un circuito serie RL y con /? = 50 ohmios y L - 0,2 hennos, tiene una fuente de tension se- 
noidal v = 150 sen (500r + <p) voltios que se aplica en el instante en que $ — 0, Hallar la co¬ 
rriente completa. 

Al cerrar el circuito, la ecuacion diferencial es 

50/ + 0,2 ~ - 150 sen 50Gt o bien (D -f 250)i = 760 sen 600* <j) 

La funcion complementary es i t = ce~ 150t . 

Para hallar la solucion particular utilizamos el metodo de los coeficieiHes indeterminados y suponemos 
una intensidad de corriente particular 

i p ~ A cos 500i + B scnSGQt (2) 

Emonces, ' ip = —500A sen 500t + 500Bcos500t (5) 

Sustituyendo estas expresiones de i e /' en {}) se obtiene, 

(-500A senSOOt + 5005 cos 500f) + 250(A cos 500£ + B senEOOi) = 750 sen 500 1 

Jgualando los coeficientes de sen 500/ y cos 500/, resultan 

- 5 Q 0 A 250B = 750 y 500£ 4 - 250A = 0 U) 

Resolvicndo este sistema de ecuaciones se deduce A — — 1,2 y B = 0,6. Entonces, 

i p = - t,2 cos 500/ 4 - 0,6 sen 500/ - 1,34 sen (500/ - 63,4°) (J) 

La intensidad de corriente completa es 

/ = ce“ 280f 4* 1,34 sen (500/ - 63,4°) {6) 

Para / = 0, i = 0 = til) ^ 1,34 sen (— 63,4^) y c = 1,2. Por tanlo, 

i = l,2e~ 2iW + 1,34 sen (500/ — 63.4") (7) 
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En la Fig. 16-30 se representan 4 , 4 y su suma i, Despues de sobrepasado ei regimen transitorio (a pro- 
ximadamentc para t = 5 r). la intensidad de corriente es senoidaJ y rctrasa respecio de la tension aplicada 
en un angulo 0 = arc tg mUR *-= 63 s 4°, 



16-13 En relation con el circuito del Problema 16-12. que angulo 0 debera cerrarse el circuito para 
que la intensidad de corriente adquiera directamente el regimen permanente sin transitorio? 

Si (j) =*= 0. de !a Ecuacion [5j del Problema 16-12. 

* = rr' 150r * 1,34 sen {500r 4 > - 63,4 j 

Para / — 0, 0 — o(l J + i,34 sen 10 - 63.4 i Ahora bieix el transitorio es cero si la constants c es cerot esto 
ocurre si 0 = (63,4 : - rjltfO' l siendo n = 0. 1. 2. . . . 

16-14 Un circuito serie RC , con R ^ 100 ohmios y C = 25 microfaradios. tiene una fuente de tension 
senoidaJ v = 250 sen (500/ + 0) voliios que se a plica en el instante en que 0 = 0 r . Haliar la 
intensidad de corriente suponiendo que no hay carga inicial en el condensador. 

A] cerrar el circuito. la ecuacion diferencial es 

100t + -?- s f i dt = 250 sen 50Gf o bien (D T 400)i = 1250 cos 500 1 (1) 

25 x10 _e J 

La funcion com piemen tana es <\ = 

Para determinar la corriente particular se hace que d segundo miembro de la ecuacion del operador sea 
la parte real de l250d 5OOf y se ad nine, por tamo, ia imensidad de corriente particular 



V = K 

w 

Enionces. 

ip - >500 K 

(J) 

Uevandn cstos valores a (/ 




j500 K 4- 400(K^oorj = i250e^ 1 

U) 


de donde K = 1.953/- 51.3Estc valor de K se sustituye en la Ecuacion (2 1 , pero como la tension de entra- 
da es la parte real de !25(V' 5t>0 '. la intensidad es ta pane real de \2) e i p = 1,955 cos (500/ — 5l,3 li ). La co- 
rnente complete es 

i - cv Ju "' - 1,955 cos 1500/ - 5U J ) (5) 

Para / = 0, la Ecuacion (/)cs 100/ =■ 250 sen 0 o biem / = 0. Mediunie la Ecuacion (5), con / = 0 se obticnc 
c ~ — 1,22 y, por tarito, 

i = -l,22e- 40(J ' + 1,955 cos (500/ - 5!.3"| = - U2e“ 400 ' + 1.955 sen (500/ + 38,7°) 
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16-15 En el circuito serie RC de la Fig. 16-31 se aplica la fuente 
de tensidn senoidal v = 250 sen (500/ + 0) voltios al cerrar 
el circuito en el instante en que 0 = 45'. Hay una carga 
inicial q Q = 5000 ■ 10“ 6 culombios en el condensador, con 
la polaridad senalada en el diagrama. Haliar la corriente 
completa. 

El circuito y la tension senoidal son Ios mismos que en el Pro¬ 
blems 16-14, excepto que <j> — 45*. Por tamo, la forma operational 
de la ecuacidn diferencial e$ 


(£) + 400): = 1250 cos (500/ 4 45°) 


[CAP. 16 



Fig-. 16-31 


in 


La funcion complementaria es tambien la misma que en el problems anterior, y la imensidad de corriente 
particular esta defasada 45*, esto es, i p = 1,955 sen (500/ S3,7 7 ). La corriente completa es, pues, 

I = ce-*™ 1 + 1,955 sen (500: +■ 83.7-j (2) 


Para / - 0 hay dos tensiones que tienden a hacer circular una cornente. El condensador cargado posee una 
tension equivalente V = q 0 /C ™ (5000 x 10“*). (25 x 10“*] = 200 V y la fuente tiene una tension instan- 
tanea v = 250 sen 45° = 176,7 V. El examen del circuito muestra que ambas tensiones tienen la misma po¬ 
laridad y, portanto, la corriente inicial es G = (200 4 176,7} 100 = 3.77 A. Ulilizando ahora la Ecuacidn (2) 
con / = 3,77 para / = 0 se obtiene c = L83, con lo que la imensidad de corriente buscada es 


/ = l,S3e'"* y ° l 4- 1,955 sen (500/ + 83.7 0 


16-16 El circuito serie RLC de la Fig. 16-32 tiene una fuente 
de tension senoidal v = 100 sen (1000/ 4- 0) voltios. Si 
se cierra el interruptor cuando 0 = 90', haliar la inten- 
sidad de corriente supuesta cero ia carga inicial del con¬ 
densador. 

La ecuacidn del circuito, una vez cerrado el interruptor. es 

50/ +0.1^ + —™-r f idt = lOOscn (1000t +90=) 

at 50 xIQ -6 J 

o bien (D* 4- 500Z9 + 2 x 10 5 )i = 10* cos (lOOOf t- 90=) (2) 

Las ralces de la ecuacidn caractenstica son D t = -250 4 /37I y Z> : = - 250 - /371. 

La corriente complementaria es i e = e~ 150 ' (c, cos 371: + sen 371/) y la particular, hallada por el 
metodo empleado en d Problema 16-14. es i p = L06 sen (1000/ 4 32 ), La corriente completa es, por tanto, 

i - e-asot ( C( C0S 37 K 4- sen 3710 4- 1,06 sen (lOQOi 4- 32°) (2) 

De (/), para / = 0, i 0 = 0 y diidt = 1000. Sustituyendo en (2), r, - -0,562. Derivando (2) se obtiene 

— = ^-250((-37i f sen 37U + 371c.>coa 3710 

dt 

+ {c l cos371t 4* c 2 scn37in(-250tf"“ 0f ) + 1,06(1000) cos (1000/ + .32°) ($) 

Sustituyendo / = 0, c t t= -0.562 y dijdt = I'OOO en [3) result a c 2 = -UJ04. La Ecuacidn (2) se convierte en 
/ = (-0.562 cos 371/ - 0J04 sen 371/) 4 1.06 sen (1000/ 4- 32 ) 



Fig.16-32 


16-17 Un circuito serie RLC\ con R * 100 ohmios, L = 0,f hennos y C - 50 microfaradios, tiene 
una fuente de tension senoidal 1 ? — 100 sen (1000/ 4 - 0) voltios. Si se cierra el interruptor cuan¬ 
do 0 =s 90~, haliar la corriente supuesta nula la carga inicial del condensador. 

La ecuacidn diferencial que corresponds at cierre del circuito es 

100/ ^ 0.1 ~ > --— t ] idt ~ 100 sen HOOOi + 90°) 

at a0 x 10“ J 

o fcien (D- + 1000D 4 2 x lO'Ot = 10 6 cos (1000/ 4 90°) (1) 
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Las raices de la eoiation caracteristica son D l = -276,5 y D 2 = -723,5. 

La funcion complementary es ] - c^" 21 ^ 51 4 - c 2 e~ 12 ^ t y ia solucion particular, obtenida por el me- 
todo del Problema 16-14, i p = 0,7£1 sen (1000/ 4 51,4°). La corriente completa es, por tamo, 

i = e 276 iJ 4 f a ^ 723 ' 51 t 0,7H1 sen (1000/ 4- 5L4 C ) (2) 

Para determinar las constants l\ y c 2 se calculan i y ditch para t - 0 en (7), Sustituyendo Ids valores que 
resultan, esto es, / 0 = 0 y di/d: m 1000 en ( 2 J se obtiene 

/ 0 m 0 = Cj(l) + c 2 U) ■+■ 0,781 sen 51,4! a bien c x 4 c 2 = -0,610 (J) 

Derivando (2) y sustituyendo : = 0 y dijdt — 1000. 

di/d: = 1000 = -276,5c, - 723,5c 2 4 - 78i cos 51,4° o bien 276,5<?i + 723, Sc 2 - -513 {4) 

Resolviendo ei sistema formado por (2) y (4), cq = 0,161 y v 2 = —0,771. Por tamo, 

/ = 0J61e' 2 ' b - 0,77Ii? _7J3 -* r 4 0,781 sen (1000/ -r 51,4°) 


16-18 En un circuito de dos mallas. Fig. 16-33, se cie- 
rra e! interrupter en el instante t = 0. Determinar 
las corrientes transitorias en las mallas, g e / 2 , y 
la tension transitoria en el condensador v c > 

Aplicando las leyes de Kirdihoff a Us dos tnalias se tiene 
20 i 1 - 10u - 50 o bien 2 Dt] = DU {1} 


^ ion 

j—o -o—■ 



: 2 jjf 


Fig. 16-33 


— 1 0 i i + 10i 2 + .* ..... j i 2 dt = 0 o bien —Di l I (D I 5 X 10-% - 0 (2) 

2 X 10 ^d 

De la Ecuacion (7), Di f m 4DG. Sustituyendo en {2.1, 

—(^DU) 4 {D 4 5 x 10*)i E = 0 o bien {D + IQ 5 }^ - 0 (J) 

La solucion de U Ecuacion (J) eomiene solamentc una funcion complementaria, ya que la ecuacion es 
homogenea, Por tanto, 

H = U) 

Poniendo t ~ 0 en Ja Ecuacion (2), - H>6 4 l0/ 2 = 0 o bien ] = i 2 . En consecuencia, la Ecuacion (7) para 
{ =*0 se convierte en 20/] -™ 10/] - 50. de donde ] - i 2 — 5 A. Sustituyendo esie valor de i 2 en (4) se ob¬ 
tiene c - 5. Por tamo, 

i* = B*" 11 * (5) 

La corriente transitoria ] se obtiene ahora sustituyendo (5) en U Ecuacion (7). Entonees, 


- — 


) - 50 


it - 2.5 -i- 2,5 


2011 - 10(5 e" 

La tension transitoria en e! condensador, ty, se obtiene integrando, respecto del tiempo, la intensidad de 
la corriente en la malia 




- b J k 


dt = 


2 X 10', 


5 r ( ° Sf di = 25(1 - 


16-19 En el circuito de dos mallas do la Fig. 16-34 se cie- 
rra el interruptor en el instante / = 0 y ia fuente 

de tension es v -- sen 1000/ volnos, Hallar 

las corrientes de malla :■ e i 2 fvease el esquema). 

Las !cyes de Kirchhoff, aplicadas a ias mallas, pro- 
porcionan el sistema de ecuaciones 

lOf, + 10f, + 0.01 ~~ - 150 sen 1000/ 

2 d: 

o bien {D + 15001] 4 lOOOo = 15.000 sen 1000/ (7} 


10 fl 
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I5i 2 + 10= 150 sen 1000/ (2) 

De la Ecuacion (2), i 2 = sen 1000/ - §/, ■> (J) 

Sustituyendo en la Ecuacion {^) se obtiene la ecuacion diferencial 

[D + 833)/; = 5000 sen 1000/ {4) 

La solution completa, segun el metodo del Problema 16-14. es 

/; = *f 3,84 sen (1000/ - 50,2 ) (5) 

Llevando ahora esta expresion de q a la Ecuacion (3) se deduce 

i 2 - - 2,56 sen {1000; - 50.2) + 10 sen 1000/ 

= -jr + 8,58 sen (1000/ + 13.25 } {6) 


La intensidad de la corriente de malia /, circula por una bobina y tiene que anularse para / “ 0. Sustitu- 
yendo en ia Ecuacion (5), 0 = c(l) + 3,84 sen (— 50,2= K de donde c = 2,95. El sistema de ecuaciones en las 
corrientes de malla es, por tanto, 

i t = 2,95r 033r + 3.84 sen (1000/ - 50,2’} e i 2 = * 8,58 sen (1000/ + 13,25^) 


Problemas propuestos 

16-20 En el circuito serie RL de la Fig. 16-35 se cierra el inierrupior S t 
en el instante / = 0, Despues de 4 miiisegundos se abre el ime- 
rruptor S 2 . Hallar la intensidad de cornente en los mtervalos 
Q < t < t 1 y t' < t, siendo /' = 4 milisegundos, 

Sol. i = 2(1 - e" 500 '); / = > - 0,667. 


16-21 Se aplica. cerrando un interruptor, una tension constante a un 
circuito serie RL. La tension entre Jos exiremos de L es 25 
voltios para / = 0 y cae a 5 voltios para / = 0,025 segundos. 

Si L = 2 henrios, £cual debe ser e] valor de Rl 
Sot, 128,8 O. 

16-22 En el circuito de la Fig. 16-36 se cierra el interrupter en el instante t - 0 y se abre S 2 para / = 0,2 segun¬ 
dos, Determinar las expresiones de la corriente iransitoria en los dos intervalos, 

Sot. i= 10(1 - e" l0( ); /= W7e- b *'- !i - 1.67. 

16-23 En el circuito de la Fig, 16-37 se cierra el circuito en la posicibn 1 en cl instante / = 0 y se pasa a la 
posicibn 2 despues de iranscurrido I inilisegundo. Hallar el tiempo para el cual la corriente es cero e invierte 
su sentido. Sol. 1,261 ms. 
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16-24 En el circuito de la Fig. 16-38 se ha cerrado el mterruptor en !a posicidn l el tiempo suficiente para que se 
establezca d regimen permanent de comente. Si se pasn et interrupter a la posicidn 2 existe una corriente tran- 
sitoria en las dos resistencias de 50 ohmios durante un corto tiempo, Determinar la energia disipada en las re- 
sistencias durante esie regimen transitorio. SoL 8 J. 


16-25 El circuito RC de la Fig. 16-39 nene en d condensador una carga uncial q 0 = 800 x 10‘ 6 culombios, con la 
polaridad senalada en cl esquema. Hallar los reglmenes transitorios de corrieme y carga que se originan al 
cerrar el circuito. SoL i= — 10?’ 2 - 5 * tcHt A; q - 400U + c“ 2,5 ' 10H,f ) ‘ I0 -6 C 



Fig. 16-38 Fig. 16-38 Fig. 16-48 

16-26 Un condensador de 2 microfa^dios y una carga inicial ~ 100 * 10“ 6 cuiombios se conecta entre los ter¬ 
minals de una resistencia de 100 ohmios en el insiante j ~ 0 Calcular el tiempo en el que la tension de regi¬ 
men transitorio en la resistencia cae de 40 a 10 vollios. SoL 217 A us, 

16-27 En el circujto de la Fig. 16-40 se pone el interrupter en la posicidn 1 en ei instame / = 0 y se conmuta a la po¬ 
sicidn 2 despues de una constant? de tiempo 1 t. Hallar las expresiones en ei regimen transitorio, de la corrien¬ 
te en umbos intervales 0 < t < C y /" < /. SoL i = 0.5^“ iODf ; i - -0.516c“ 20Lltr " J J A. 


16-28 En relacidn con el Probiema 16-2? resolver la ecuaeidn difcrenciaJ referida a la carga. Deducir de las funcio- 
nes carga en regimen transitorio las intensidades correspondientejs y comparar los resultados, 

16-29 En el circuito de la Fig, 16-41 se pone el interrupter en la posicidn i el tiempo suficiente para que se establez- 
ca el regimen permanents y sc conmuta despues a 2. Se estableec una corriente de regimen transitorio, disipan- 
dose durante este una energia deierminada en las dcs resistencias, Obtener esta energia y compararla con la 
almacenada en el condensador antes de conniutar el mterruptor. Sal. 0,20 J. 


16-30 En el circuito de la Fig. 16-42 d condensador tiene ia carga inicial q 0 = 300 ■ 10“ b cuiombios. Si sc cierra 
el interrupter en d instante / ^ 0, hallar la corriente y la carga en el regimen transitorio y la tensidn final dd 
condensador C t , SoL i = 2,5?“ 2 5 * ltV ' A; q ^ 200( 1 ■+ 0.5^“ 2iJ * ,tHf f * J0“ 6 C; 33,3 V. 


16-31 


Hallar L en d problems anterior, las tensions de regimen iranlltorio r C|1 y Demostrar que su sum a es 
nula. Sol. c c . = 33,3 4 - 16,7^ 2 ^ 1 - 33 . 3(1 - { ^ 2 -^ ] ° 4t }: v R = - 50? “ 2 - s * 10 \ 



Fig". 16-41 Fiff, 16-42 



16-32 En el circuito sene RC de la Fig. 16-43 d condensadoi tiene una carga inicial i( c > d interrupt of se tierra en 
d instante i m 0. Determ mar <r / 0 sabiende que ia poier.eia da regiman [runsiiorio en la resistencia es p R - 
360c iQ t varies. SoL 120- HT* C. 


16-33 Un circuito serie /w.O, con R = 200 ohmios, L - 3.1 kennos y C = 100 microfaradios, se le aplica en el ins¬ 
titute i = 0 una tension constants de 200 voltios. Perermimir ia imensidad de corrieme suponiendo que el con- 
densador no none carga inidal. SoL ■ - l.‘05.v _Si ‘ - l.055t ,_ A. 

16-34 L Jn circuito serie RLC\ con R — 200 ohmios > L --- t\] henrios. adquiere un amortiguumiento critico para 
un valor delerminado de la capucitancia Determinar !a capacidad C del condensador, Sol. 10 pF. 

16-35 Hallar ia pulsacion natural de un circuito sene RLC ea e; que R - 200 ohmios, L - 0J henrios y C = 5 mi- 
crofaradios SoL 1000 rad's. 
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16-36 A un circuito serie RLC. con R= 5 ohmios. L ■■= 0.1 henries y C = 500 microfarad;™ „u,r 

IT ' : o,7T-»" sen" “ " = 10 VOl ' iOS Ut ' Crmmar ' a C °" icmc - -girnen .rancor" 

16-37 La tension senoidal aplicada a un circuito serie RL es v — 100 cos MOO/ A \ t , 



2 


% 300 n 



Fig.16-44 


Fig.16-45 



ion 


v- vuuu awi>v ci conoensaaor tienc una carga imcial c/a = 25 x I0" 6 ruUmhinc 

a ^ lar ' d ^ ,ndlCada '" el c ^ uema En '< lns,ame «" * - .’0 se apl.ca la .en SI 6n senoidal , =100 sen 

(1UUU/ + <p) voltios. Obtener la corriente en el regimen transiiono 

Sol. i = O.I53Se'*' l0i| + 0.0484 sen (1000' + 106 ). 


,<M ° En ct prob,ema an ' erior - car 8 a '">^1 Iberia tener el condensador para que al cerrar el in.erruptor la 
corriente pasara direciamenie al regimen permanence sin transicion? 

Sol. 13,37 x I0*‘ 6 C. + en la piaca superior. 

16-41 Deraostrar que un circuito sene RLC con una fueme de tension r 
cion particular de la ecuacion diferencial dada por 


, sen i<l»/ + (t>) voltios tiene una solu- 


ip — 


sen^w/ + <p + arc tg 


’-»L) \ 
* ) 


VR 2 + (i/«c- biL ) 2 

1M2 A un circuito serie RLC , con R = 5 ohmios. L = 0.1 henrios y C « 500 microfaradios. se le aplica en e! ins- 
tame cn que 0 = 0° la tension senoidal r - 100 sen (250/ + 4>\ voltios. Hallar la corriente resultante 
Sol. /•« e 23 ‘ (542 cos 139/ - 1,89 sen 139/) -I- 5.65 sen (250/ - 73.6°) 

l<M3 En un circuito serie RLC \ con R = 200 ohmios, L = 0.5 henrios y C = 100 microfaradios. hay una fueme 

de tension a - 300 sen {500r + voltios. Si se cicrra el interruptor en el instanle que <t> = 30 delerminar fa 
corriente resultante. Sol. i = 0.517t>"- 0,t97f- SB ' 6 ' + 0,983 sen 1500/ - 19 ). ‘ 

16-14 Un circuito serie RLC. con R = 50 ohmios, L - 0,1 henrios y C = 50 microfaradios, tiene 1a fueme de ten- 
sion senoidal v - 100 sen (500/ + 0) voltios. Si se cierra el circuito en el instanle en que <j> = 45 delerminar 
la corriente resultante. 

Sol. I = e ~ 230 * (-1,09 cos 371/ - 1,025 sen 371/) + t,% sen (500/ + 33,7'*). 

16-45 En un circuito de dos mallas. Fig. 16-46, la fuente de tension en la malla 1 viene dada por v - 100 sen 

(200/ + 4>) voltios. Delerminar el regimen transitorio de las comcntes i, e /, si cl circuito se cierra en el ins- 
tame en que <f> ~ 0°. 

Sol. i, = 3,0le“ l00 ' + 8.96 sen (200/ - 63,4'); i 2 = 1,505c" ,w " + 4,48 sen (200/ - 63.4') 

16-16 Enel circuito de dos mallas de la Fig. 16-47 haliar las corrientcsz, e i 2 al ccrrar el interruptor en el instante / = 0 
Sul i. = O.IOIe -1001 + O.S99r** 0550 '; ,’ 2 — — S,05e~ 100 ' ’ c r ‘ r 


°’ 4 5 4 0,5t" MSO '. 


16-47 En el circuito de dos mallas de la Fig. 16-48 se cierra e! interruptor en e! instante t = 0. Delerminar las corrien- 
tes i, e i 2 . Sol. i. :■■■ l,67e-** v t 5: /, = -0-5S5e-»-»* 4 - 8 



Fig. 16-47 



: ion 
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Capitulo 17 

Analisis del regimen transitorio por el metodo 
de la transformada de Laplace 


INTRODUCCION 

En d Capitulo ]6 hemos estudiado la corrienfe en el regimen transitorio en circuitos que contie- 
nen elementos capaces de almacenar energia, Aplicando las leyes de KirchhofT a dichos circuitos re- 
sukan una o mas ecuadones diferendales en d dominio del fiempo, segun la configuration del circuito. 
Estas ecuaciones las hemos resuelto por los metodos clasicos, Sin embargo, en muchas situaciones, no 
conviene emplear esos metodos, razon por la cual vamos a ver otro metodo, que se llama de la transfor¬ 
mada de Laplace, que proporciona la solucion directa de una ecuacion diferencial en determinadas 
circunstancias. Adem£$, en el caso de algunas funciones de forma irregular, no se pueden manejar con 
facilidad por los metodos clasicos y el metodo de Laplace, en cambio, proporciona una solucion muy 
elegante. 

Este capitulo solo muestra las aplicaciones basicas del metodo de la transformada de Laplace* 
Se prescinde de las demostraciones matematicas rigurosas y de aquellas aplicaciones mas complejas, 
remitiendo al lector a los textos consagrados a capitulo tan importante de la matematica aplicada. 


LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sea f(t) una funcion de / definida para todo / > 0; la transformada de Laplace, que se expresa con 
el simbolo £[/{/}], se define por 

•C [/(«)] = F(») = C f(t)e-«dt (i) 

en donde el parametro s puede ser un numero real o complejo, En las aplicaciones a la teoria de circui¬ 
tos, s “ <7 + jco. La ope radon £[/(/)] transforma una funcion fit} en el dominio del t tempo en una 
funcion F(s) en el dominio de la puhacion complejo o dominio de la variable s. Ambas funciones,/(f) y 
F(s), forman un par de transformadas. Exisien tablas en donde se encuemran estos pares de funciones. 
Las transformadas de la Tabla 17-1 son suficientes para los fines que se persiguen en este capitulo* 

Las conditioned suficientes para la existencia de la transformada de Laplace son que la funcion 
/(f) sea (a) continua a intervals y 0) de orden exponencial* Una funcion/(f) es de orden exponencial 
si \fU)\ < Ad* para todo / > f 0 , sicndo A y f 0 constantes positivas* Si se cumplen estas condiciones, 
la integral de la transformacion directa es convergente para todo a > a, y existe F(s). En el analisis de 
circuitos, todas las funciones cumplen las condiciones {a) y { b ), 


Ejemplo 1. 

La funcion represenlada en la Pig. 17-1 se llama funcion es- 
colon y se define por / (/) = A, f > 0. Mallar su transformada de 
Laplace. 

Aplicando la ecuacion (/) a la funcion f{t) = A tendremos 


' (*4J “ J Ae^ st dt — j^~ “ — 


A 

s 


Ejemplo 2. 

Hallar la transformada de Laplace de la funcion f(t ) = e " J[ t siendo a una consiante 


Fig. 17-1 




-at] — 


m dt - ( 


e “«>+■>* ^ 


- r_^ 6 -c. + .»r = - L 

L Jo * + ■ 
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Ejoaplo 3. Hallar la transformada de Laplace de la funcion /(/) = sen cot, 
<{sen«t) = f* sen a t e~« dt = ~ co* «t' 


*2 + ^2 

Ejemplo 4. Hallar la transformada de Laplace de la funcion derivada, dfjdt. 


T _ u 
j 0 s* + * 


A [dffdt] 


= r 


{df/dt)e~'t dt 


integrando por partes, u dv — uv — J' v du siendo u = e civ — df, v = /, 

A[dfldt\ = “ f 0 ~ ”/(°+) + fe~'*dt = -/(0+) + aF(s) 

en donde /(0*f) es el valor de la funcion cuando se aproxima a cero por la derecha, es decir, el valor de la 
funcidn para t = (0+). 

EJempLo 5. Hallar la transformada de Laplace de la funcidn integral, J 

a[J m dtj = f” f m dt dt 

Integrando por partes, haciendo u = f{t)dt y dv = e~ s dt. 

a [/ m dt ] = \s m dt (- i e_ *’)i - r (-1 e ~“) m dt 

= H + ;W«) 

5 ^ |o+ s 

en donde j /(C) dt es el valor de la integral en 0 +, que se puede escribir tambien/" l (0+ } H Asi, pues, la trans- 
J lo +■ 

formada de Laplace de una integral es 

fit) dt 


tf- 


= ^F(s) + t/-*((>+) 


Los pares de transformadas obtenidos figuran en la Tabla 17*1. 


APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS 

En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-2 el condensador tiene una carga inicial q Q con 
la polandad indicada en el esquema. A1 cerrar el interrupter, debido al generador de tension constan- 
te V, y a dicha carga inicial, circula una corriente de intensidad variable /, de manera que Ja ecuacion 
diferencial del circuito es 


Ri + ~ Jidt = V (*) 

Llamando /(s) a la intensidad de corriente en el dominio de la va¬ 
riable s y aplicando (a transformada de Laplace a cada termino de 
la ecuacion (2) resulta 


J**] = -civj 


B;(s)+ g) + /^±i 


V 

s 


(S) 

W 



Fig. 17-2 


Ahora bien, /"' (0H-) = J i dt | o+ = q( 0+). La carga inicial q 0 es positiva en la armadura 

superior del condensador, la misma que )a del borne superior del generador V. Por tanto, el signo es 
positivo. Introduciendo q 0 en la ecuacion (4\ 


*'<■> + Sr + S = r 


(*) 


Agrupando terminos y sacando factor comun /(s). 
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Tabla 17-1 

TRANSFORMADAS DE LAPLACE 



m 

F(s) 

1, 

A t - 0 

A 

& 

2. 

At t ^ 0 

A 

s 3 

3. 

c -at 

1 

s + a 

4. 

ter ot 

1 

(s + a) 2 

5. 

sen 

u 

S* + u 2 

6. 

COS bit 

s 

S 2 + u 2 

7. 

sen (wt + 0 ) 

s sen e 4 - w cos $ 

s 2 + w 2 

8. 

cos M + $} 

s cos 0 — w sen $ 

S 2 + u 2 

9. 

e " at sen uf 

u 

{s + a) 2 + J 2 

TO. 

e~ at cos 

(8 + a) 

(s i~ a) 2 4- w 2 

11. 

senh 

u 

S 2 - u 3 

12. 

cosh 

s 

s 3 - u* 

13. 

dffdt 

sF(s} - /(0+) 

14. 

J f(t)dt 

F(s) ( /-‘(0+) 
s s 

15. 


e”*. s F(s) , 

16. 

fiw + f,u) 

F,<s) + F 2 (s) 
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con lo que 


m 



\(V~q,iC) 


1 

{/? + X/s C) 


Z _ 9 « 

s Cs 

_ V ~ WC 1 

R (s+T/RC) 


(*) 

(?) 


La ecuacion (7), en el dominio de la variable s, tiene su correspondiente i en el dominio del tiem- 
po t. La operation per la cual F(s) se transforma en f(t) se llama transformada inversa de Laplace, y 
se represents por el simbolo [F(s)] = /(/). En la Tabla 17-1 se observa que la funcion F(s) del par 
de transformadas 3 equivale al termino l/(s + 1/RC) de la ecuacion (7). A si, pues, de la definition de 
la transformada inversa de Laplace y de la tabla se deduce 


■c 1 [/(■)] 


( L 




r i 

_s + 1/RC. 


V Qq/C 

5 e 


( 8 ) 


La ecuacion (#), en el dominio del tiempo, es la corriente transitoria que comienza a circular en 
cuanto se cierra e! interrupter en un circuito sene RC cuyo condensador contiene una carga initial q 0 , 
En la ecuacion (5), en el dominio de la variable s, ya se habian introducido las condiciones iniciales y, 
en consecuencia, la ecuacion que resulta de la transformation inversa contiene dachas constantes, 

Observese que por simples operations algebraicas en (d) y (7), la funcion /(s) se ha reducido a 
imo de los tipos que aparecen en la tabla, fatilitandose de este modo la obtencion de la transformada 
inversa de Laplace. 

En la Fig, 17-3.se representa la funcion del tiempo con una corriente ’initial (V — q 0 /C)/R. Si 
q Q /C = V no existe regimen transitorio, ya que la carga initial del condensador produce una tension 
igual a la tension aplicada V. Si la carga initial q 0 es de polaridad opuesta, cambia el signo asociado 
a qo/C, con to que la intensidad de corriente inicial podria ser muy grande. 

Al cerrar el imerruptor en el circuito sene RL de la Fi- 
gura 17-4, debido al generador de tension K, circula una co¬ 
rriente de intensidad variable i de manera que, segun las leyes 
de Kirchhoff, 

v <»> 

Aplicando directamente la transformada de Laplace a cada 
termino resulta 

= -CM ( 10 ) 

Rl{s) + sLI(s) - L i(O-h) = V/s {11) 


V - qJC 


Fig.17-3 


.ITS 




T L 

\ - — M/V 


Fig, 17-4 


La corriente inicial 7(0 + } en un circuito serie RL, que es cero antes de cerrar e! interruptor, tambien 
lo es para r = 0+. Sustituyendo 7(0+) = 0 en la ecuacion (77), 


de donde, 


J( S ) - 


/(*) (R + sL) = 

V 1 
s (R + sL) 


V/s 


= Z(Z\. 

Ms/ 


1 


s Hh R/L) 


( 12 ) 

tm 


La funcion en la variable s de la ecuacion (73) no aparece directamente en la Tabla 17-1; sin em¬ 
bargo, si se escribe en la forma A/s + B/[ s + R/L), teniendo en cuenta los pares 3 y 3, el par 16 indica 
que la funcion del tiempo total es la sums de dos funeiones del tiempo, es decir, J£“ 1 [F^s) + F a (s)] = 
/i(rj /;(/}. Para obtener la suma deseada s'e descompone el segundo miembro de (73), prescindiendo 
de la constame Vi X, en una suma de dos fracciones 

1 A , B A(s + R/L) 4- Bs 

s(s + R/L) s' " fa + R/L) ” s(s + R/L) 

De los numeradores se deduce la siguiente ecuacion en la variable s: 

1 = (A+B}s + A R/L 


(U) 

(15) 


V 
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Iguaiando los coeficientes de los terminos de igual grado en s resulta 

A + B = 0, A - L/R, B = —L/R (16) 

Mediante las fracciones simples indicadas, con A y B deierminados, la ecuacion (13) se convierte en 


,,, _ V/L/R , -L/R \ Vn l \ 

L\ s s +R/lJ R\ s s + R/l) 


(17) 


Aplicando las transformaciones 1 y 3 de la Tabla 17-1 se obtiene la expresion de la transformada 
inversa, es decir, 




con io que 


^(1 - e ~^^) 


(18) 


( 10 ) 


La ecuacion (19} es eJ conocido crecimiento exponencial de la intensidad al valor V/R del regimen per- 
manente. 


METODOS DE DESARROLLO 

En el analisis de circuitos es necesario, con mucha frecuencia, expresar un cociente como suma 
de fracciones simples con objeto de hallar la transformada inversa de Laplace, ya que en el dominio 
de I? variabte s la corriente suele venir definida como cociente de dos polinomios en s, 

/(s) = P(s)/Q(s) .^0) 

en donde g(s) es de mayor grado que P( s). Ya hemos visto un ejemplo de desarrollo de un cociente en 
la ecuacion (14). 

Vamos a examinar ahora la aplicacion del metodo de desarrollo en fracciones simples a los dife* 
rentes casos que se presentan con los cocientes de dos polinomios. Asimismo, veremos otro importante 
metodo basado en la formula del desarrollo de Heaviside. Su aplicacion conduce, por otro camino, 
al calculo de la transformada inversa de Laplace de un cociente de dos polinomios. 

I. Desarrollo en fracciones parciales. 

La ecuacion { 20) se puede escribir como una suma de fracciones cada una de las cuales tenga por 
denominador uno de los divisores de £(s) y por numerador una constame. En el desarrollo riel cocien¬ 
te P(s)/0(s) se deben considerar las raices de Q(s). Estas pueden ser reales o complejas, lo cual da lugar 
a los siguientes casos, 

Casa L Raices reales simples de {?($). 

Consideremos la siguieme expresion de la intensidad de corriente en el dominio de la variable 


m 


Pis) 

<?(*} 


s - 1 

s 2 + 3s + 2 


Descomponiendo en factores £?(s), !a ecuacion (21) adquiere la forma 


/( S ) 


£ “ 1 

_ 


s + 2 


B 

s'+ 1 


( 21 ) 


( 22 ) 


Para s = -2 y s = 1 la expresion anterior tiende a infinito; estos valores de s se llaman polos 

simples de la funcion. El coeficiente de un polo simple s = s G viene dado por /(s) (s - So) | Por tan- 

to, para hallar el coeficiente A, multiplicamos los dos miembros de (22) por (s + 2): “ 


Sustituyendo s — —2, 


■ - 1 


(s + 2)(s + l) 


(b + 2) 


s - J. 


s + !! 


(s + l) (S + 2) 
3 


(23) 
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Analogamentc. B - s + 2 x ~ — ^ 

Susiituyendo estos valores en {22), la intensidad de corriente en ei dominio de la variable s es 


/(s) 


3 

s + 2 


s + 1 


(«) 


La transformada inversa de Laplace de /(s), de la Tabla 17-1, es / - 3e 2i ~ 2e ~ r . 
Otro metodo . Multiplicand*) los dos miembros de {22) por (s + 2)(s + 1 ): 

s - 1 = A(s + 1) 4- B(s + 2) = {A + B)s + A H- 2B 


Igualando los coeficientes de los terminos de igual grado en s, /l + i? = \ y A + 2 B = — 1, Por tan- 
to, A - 3 y B = ”2, que son los mismos valores que se obtuvieron anteriormente, Este metodo con¬ 
duce siempre a un sistema de ecuaciones que se ha de resolver para deducir los coeficientes, mientras 
que en el primer metodo se obtienen ecuaciones independientes para cada coeficiente. 

Caso 2 . Raices reales multiples de £?($). 

Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s: 


/w = 


Pjs) 

< 3 (») 


Enionces, 


s(s a + 6s -F 9) 
s s + 3 T 


s(s + 3) ! 


s(s + 3) 2 s ' s+3 ' (s + 3) a 
Multipiicando los dos miembros de 1 26) por s y haciendo s = 0 , 


(25) 

(26) 


A = 


1 


(s + SJV 

En el caso de raices multiples, el coeficiente dd terimno de segundo grado viene dado por 
/(s)(s-so ) a | l=-0 . Por consiguiente, 

1 < 1 


C = 


El 


coeficiente del lermino lineal viene dado por la expresion -r- [/(s) (s - s 0 ) 2 ] * Es decir, 


B 


dsUJ 


Sustituyendo estos valores en la eeuacion [26) se obtiene la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s, 

b _i 


/« - 


s 4- 3 


(s + 3 ) 2 


(27) 


con lo que la transformada inversa de Laplace es / = J - 3i — 

Otro metodo. Multipiicando los dos miembros de (26) por s(s + 3) 2 resulta 

1 = A(s + 3 ) 2 -f Z?s(s + 3) + Cs = (A + 5)s 2 + (6A+3fl + C)s + 9A 

Igualando los coeficientes de los terminos de igual grado en s, A + £=0,6/1 + 3£ + C = 0 y 9A = 1; 
por tanto. A = B = — 9 y C = — y T que coincide con io que obtuvimos anteriormente. 

Caso 2. Raices complejas de 

Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corriente en el dominio de la variable s: 


/(*) = 


_ m - 




s 2 + 4s -f 5 


(s 4- 2 4- j){s A 2 — j) 


(«) 


Como las raices de £>(sj son complejas conjugadas, los numeradores de Jas fracciones tambien ban 
de ser conjugados. Es decir. 
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1 


(■+2+;){■ 


"7 + 


A* 


s + 2-Fj s + 2 - ; 

Multiplicand© los dos miembros de (29) por (s + 2 + j) y haciendo s = —2 —j resulta 


m 


A = 


1 


= ii 


A* = -jj 


s + 2-; 

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (29), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es 

Ji _ -H 


/(■) = 


s + 2-F; s + 2-j 


(SO) 


La transformada in versa de Laplace es i = e~ 2t sen /. 

Otra metodo. Multiplicand© los dos miembros de (29) por (s + 2 + 2 — j) se obtiene 


1 = + 2 — j) -i- A*(s + 2 + ?') 

Igualando ios coeficientes de los terminos de igual grado en s, A + A* — QyA(2 — j) + A* (2 + j) = 1; 
por tanto, A = fj y A* = -j\. 


2. Fdnnula del desarrollo de Heaviside. 


La formula de Heaviside establece que la transformada inversa de Laplace del cociente 
7(s) = P(s)/g(s)es 


-C” 1 



(SI) 


en donde los coeficientes a k son las n raices distintas de g(s), 

Aplicando este desarrollo de Heaviside a la expresion de la intensidad de corriente en el dominio 
de la variable s del caso 1, 


m 


P(s) __ s — 1 
Q( s) ~ s* + 3s + 2 


s “ 1 

(s + 2)(s + 1) 


<«) 


Ahora bien, P(s) = s — I, (?(s) = s 2 + 3s + 2 y Q'(s) = 2s + 3. Las raices son «i = —2 y a 2 = — 1. 
De (3/) se obtiene 



P(-2) 

Q'{-2) 


e- Jt 


+ 


Q'(-i) 



3<r* f - 2e -t 


TEOREMA DEL VALOR INICIAL 

Del Ejemplo 4, 

£ [df/dt] = {df/dt)e-«dt = s F(s) - /<0+) <«) 

Haciendo el Umite de la ecuacidn (ii) cuando $ oo, 

lim f (dffdt)e~**dt = lim {sF(s) - /(0+)} (^) 

En el integrando aparece la Aincion que tiende hacia cero cuando s -»co. Por tanto, 

lira (sF{s) -/(0+)} = 0 (55) 

Z-* v 

Como /(0+) es una constante podremos escribir la expresion (35) en la forma 

/(0+) = lim (sF(s)} (36) 

i-p+ * 

La ecuacidn {J6) constituye el enunciado matemdtico del teorema del valor iniciaL Por consiguiente, 
para hallar el valor inicial de una funcion del tiempo,/(0, se multiplica por s la funcidn correspondieme 
F(s] en el dominio de la variable s y se hace el limite cuando s -► go. 
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Ejemplo 6. 

En el circuito serie RC de la Fig, 17-2 la expresidn de la intensidad de corriente, en el dominio de la va- 
V ~ qJC / 1 \ 

riable s, es /<s) = -( (I+l/flCj/ [ v ^ ase ecuaci ° n ( 7 0- Hallar la intensidad de corriente initial i(0+) 

aplicando el teorema del valor inicial, 

De la eolation t?d). 

f v “ Iq/C ( % \\ V - qQ /c 

1(0+) - Iim -j R ((s+1/flC))} _ r 

Este resultado se pone de manifesto en la Figura 17-3, 

TEOREMA DEL VALOR FINAL 


En el Ejemplo 4, 


f* oo 

£[df/dt] = i (df/dt)e~-di = sF(s) - /(0+) 

Haciendo el limite de la ecuacion (37) cuando s-> 0, 

lim f (df/dt)e~ u dt = lim (sF(s) - /(0+)} 

Como lim f {dfldt)e~«dt = f df = /(»)-/(0) y lim/(0+) = /(0+), 


(j£) se convierte en 


ft") - /(0) = -/(0+) + Um (sF(s)) 

t—0 


(37) 

(38) 

la ecuacion 

(39) 


obien /(“) = lim{sF(s)} (iO) 

*-+0 

La ecuacion (40) constituye el enunciado matemdtico del teorema del valor final. Por consiguiente, 
para hallar el valor final de una funcion del tiempo,/(r), se multiplica por s la funcion correspondiente 
F(s) en el dominio de la variable s y se hace el limite cuando s -*■ 0. Sin embargo, la ecuacidn (40) solo 
se puede aplicar cuando todas las raices del denominador de s F($) tienen las partes reales negativas. 
Esta restriccion excluye las funciones senoidales, ya que la funcion seno estd indeterminada en e) in- 
finito. 


Ejemplo 7. 

En el circuito serie RL represeniado en la Fig. 17-4 la intensidad de corriente en el dominio de la variable 
ses/(s) = 7Zl?7r} 


1 1 [vease ecuacion (J7)]. Hallar la intensidad final aplicando el teorema de] valor 


final. 


De la ecuacion f 40 j. 


if>) ' 




s + R/L 


Vi R 


ANALISIS DE CIRCUITOS EN EL DOMINIO DE LA VARIABLE 5 DE LAPLACE 
La ecuacion del circuito serie RLC represeniado en la Fig. 17-5 es 

Ri + L^ ^ Jidt = v yi) 

Esta ecuacion integrodiferenciai ha sido resuelta en ei Capitulo 16 por los metodos clasicos al efecto. 

En regimen permanente senoidal, las impedancias complejas de los tres elementos del circuito R t 
i y C, en funcion de to, son R,J<dL y l 'jfoC y respectivamente. Transformando la ecuacion del circuito, 
escrita en el dominio del tiempo, al dominio de la pulsation, las corrientes y tensiones se convierten 
en fasores. En estas condiciones, la ecuacion del circuito serie RLC de la Fig. 17-6 es 

Rl + ULl + = V (42) 

La ventaja que se deriva de la transformation es que la ecuacion transformada se puede tratar algebrai* 
camente despejando en elia el fasor intensidad de corriente I. Las diferentes caidas de tensidn son los 
productos de la impedancia de cada elemento particular dd circuito por dicho fasor intensidad. 


v 
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—VWW— If 

* ^ " 

\ i 

_ 7 +_ 


r-^WVW^-'TRKT' —If -1 

R juL . 1 

-jfuC 


0 

V 

V 

Fig. 17-5 

Fif. 17-6 
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En el metodo de la transformada de Laplace, a Ja 
caida de tension en una resistencia Ri t en ei dominio del 
tiempo, corresponde 72/(s) en ei dominio de la variable s. 
Andlogamente, a la caida de tension en una bobina, 
L(dijdt) corresponde s LI(s) — ZT(0 + ) t y a la caida de ten¬ 


sion en un condensador ^ } i dt , correspondents) + -^, 
L sL sC 


Porconsiguiente, el circuito serie de la Fig. 17-7 satis- 
face la ecuacion 



Fig.17-7 


Rl(s) + sL I (s) - L i(0+) + ^/(s) + ^ = F(s) 

o bien As) {7? + sL + 1/sC) = F(s) - qJsC + Li'(0+) 


m 

(U) 


En la ecuacion (44) el termino R + sL + 1/sC, o impedancia Z(s) en ei dominio de h variable s, 
es la relation entre la excitation y ia respuesta. Se observa que Z{s) tiene la misma forma que Ja impe- 
dancia compleja en regimen permanente senoidal, R + jo>L + 1 ija>C. El sistema de ecuaciones que 
resulta al aplicar los metodos de las corrientes de malla y tensiones en los nudos en el analisis de cir- 
cuitos se transforma facilmente al dominio de la variable s, tenkndo en cuenta los signos y las condi- 
ciones iniciales 1/(0+) y qJsC. 

Consideremos el circuito representado en la Fig. 17-8(a) por el que circula una corriente de inten- 
sidad / 0 cuando d interruptor esta en 3a position 1. En el instante i - 0, el conmutador pasa a la po¬ 
sition 2, introduciendo en el circuito un generador de tension constante V y una carga inicial q 0 en el 
condensador. El sentido positivo de la corriente i es el de las agujas del reloj, como aparece en el es- 
quema. 



Fif.lT-8 


La tension constante del generador se transforma en V/s, y la intensidad de corriente que circula 
en 7(s), como se indica en la Fig. 17-8(6), Los terminos que constituyen las condiciones iniciales repre- 
sentan generadores cuyo sentido aparece en el esquema del circuito y la ecuacion correspondiente es 
identica a la ecuacion (44). Es evi^ente que si la corriente inicial i 0 circulars en sentido contrario, o la 
carga q 0 tuviera polaridad opuesta, los signos de los terminos L/(0 +) y q Q /sC , respectivamente, cambia- 
rian de igual forma, Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto como las ecuaciones en el dominio de 
variable s son analogos a las ecuaciones fasoriales que vimos anteriormente. Todos los teoremas de 
circuitos estudiados en regimen permanente senoidal tienen su expresion en el dominio de la variable s. 
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Ejemplo 8. 

En eJ circuito de dos mallas de la Fig. 17-9 se eligen las corrientes de malla en el dominio de la variable s 
como se representa en el propio esquema. Si se cierra el interruptor en el instantc / = 0, dedudr las expresiones 
de I L { s) e I 2 { s). 

Al cerrar el interruptor se aplica al circuito la tension 
j//s del generador, y el sistema de ecuaciones en las corrien- 
tes de malla cs 

RiM*) - R.his) = V/s 
y 

+ sL) J 2 (s) - 7i(s) = h i(0+) 

Como la intensidad de corriente inicial en la bobina es cero, 
el sisiema anterior, escrito en forma matricial, es 


ft 

1 

ft 

~M«r 


V/s" 

Rj + R 2 + sL_ 



0 


Para despejar los valores de / x (s) e /jl$) se resuelve el 
sistema por el metodo de sustitucion o por la regia de Cra¬ 
mer; en cualquier caso, se obtiene 

“ifj + R 2 + sLl 


/i(») = T 


R^Ra + sL) 


hW = 7 



■ (R* 4- sL) 


Ejemplo 9, 

Escribir la ecuacion, en el domimo de la variable s, de 
la tension correspondienie al nudo principal del circuito 
representado en la Figura 17-10. 

El nudo ; y el de referenda se eligen como se indica 
en el esquema; al cerrar el interruptor, la ecuacibn del nudo es 


Vj(s) - V/s - Lf(0+) ViW v iW 

s Lt ^2 


= 0 


o (1/si- + l/R, + VRi) V,W = y /s + s ^ - 



V,(s) 


V( 

s V Ri R? “I” b£*J ?2 s/jR 


;) 


Ejemplo 10. 

Escribir d sistema de ecuaciones en las corrientes de 
malla, en el dominio de la variable s, del drcuilo representa¬ 
do en la Fig, 17-11 en el caso de que la carga inicial del con- 
densador sea q Q . 

Se eligen las corrientes de malla como se indica en el 
esquema, Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mallas, 

(*! + JZ a ) Ms) - Rj/ 2 (s) - V/S 

y (R A + 1/sC) / 2 (s) — /its) = —q 0 /sC 
Este sistema de ecuaciones, en forma matricial, es 

f*i + R* 





V/s 

fi, + l/sC_ 



-<J 0 /S C 
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Problemas resueltos 

17-1 Hallar la transformada de Laplace de la funcion cos tot, siendo a una constante. 

Por dcfinicion, < [/(()] = f* /(*)•-« dt. aplicada a la funcidn dada, resulla 
-C [e -Qt cos w£] = | coSb>( ( 


■ D 


'dt 


-fs + q) C0 3 wt + e -u + a)t 

OH- q) s + , 4 * "■ 

s q 


X 


{s + a ) 2 + J 2 


17-2 Si£|»] = F(.),demostrarque£[e-“/],)] = F( s + fl ). AplicaresteresultadoalProblema 17 - 1 . 

i^EC 

Por dcfinicion, £ (/(()] = dt = P(»). Emonces. 

<[«'“/(()] - «“*' [/((>«-•*] ai = J” /(()«-<■+<■>((« - F(s + a) (i) 

Como.c[cos»t| = (veascTabla 17-1), de(/) sededuce <{*-« cm„ f] comoseob- 

tuvo en el Problems 17-L 


17-3 Hallar la transformada de Laplace de la funcion /(/) = I - siendo a 


una constante. 


Tendremos 

-Ct 


- C dt = - f 

9 J0 Jq 

- + rb•■“*“]” * ; - 

,M Hallar 


s + a 


s(s + a) 


Descomponiendo en fracdones simples, 


1 _ A B C 

s{s 2 — a 2 ) s s + o s — a 


en donde los coefteientes son 


A = 


= -77 B = 


s{s — a) 


= — C — - 1 
2a* $(s + 


I 

2a* 


Ahora bicn. [^] + [^] + [f^] 

Buscando en la Tabla 17-1 las fundones del tiempo correspondientes, 

* = + 2a* e_ ° l + i^ 8 "' 

__1. , _1 _( + e~ at \ 1 

+ a £ ^- 2 - ) = (cosh at — 1) 
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S + 1 


[CAP. 17 


17-5 Hallar 




d- 


s(s 2 + 4s + 4)^ 
Descomponiendo en fracciones simples, 



s + 1 

4 , 

B 

. C 




s(s + 2)2 

1 

A 

s + 2 

(s + 2)3 



Entonccs. 

A - s+1 I 
* " (. + 2)*|,-. " 

1 

4 

y 

c = 

3 

* = - 

fl 

El coeficiente del termino de segundo grado es 






* = =[ 1 T i ]| 

L-, 

= 

_ 1 | 


1 

4 

Ahora bien. 

J>-lf 5+1 1 - /■- 

-+*| 
t_!_i 

/t 

-i r i. 


i r * 1 

* |_s(s® + 4s + 4) j * 

T < 

U+d + 

■C" 

[>+ Z) s J 

Buscando cn la Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes, 




f -if 8 + 1 

1 _ 

1 

1*-“ + \f 

-it 



^ |_s(s* + 4s + 4) J 

1 

4 

-r- o 


17-6 En d circuito serie RC representado en la Fig. 17-12 
la carga iniciai del condensador es g 0 = 2500 x 10“ 6 
culombios. En el instante / = 0 se cierra cl interruptor, 
con lo que al circuito $e le aplica una fuente de tension 
constante V = 100 voltios. Hallar la intensidad de la 
corriente que circula aplicando el metodo de la trans¬ 
formada de Laplace, 

La ecuacidn del circuito en el dominio del tiempo, despues 
de cerrar el interruptor, es 


100 V 



Ri + 


c S i 


dt 


o bien 


lOi + 


Fig* 17-12 

50X10-*/““ = 100 


SO liF 


U) 


Aplicando la transformada de Laplace a los terminos de {/) se obtiene la ecuacion eh el dominio de la variable s, 

i(s) _j_ __ _ 100 


10 /(■) + 


<*) 


fi 0 xi 0 -* 3 S T BOX 10-»8 J 

Como sc muestra cn d circuito, ia polaridad dc la carga q 0 es opuesta a la correspondiente de la fuente; por 
Unto, la ecuacion en eE dominio de la variable & es 


10J(s) + 




Agrupando terminos 
o bien 




2500 X 10 

50 X10"« s ~ 50 X10-e $ 
10s + 2 X 1Q«1 


100 


•} . m 


m = 


15 


s + 2 X 10® 

Aplicando ahora la transform acid n in versa de Laplace resulta la funcion del tiempo 


W 

W 

(5) 


[/<■)] 


- i - -!J>-1 = 15c-2xio a t 

* [a + 2 X 10® J 


Si la carga iniciai q 0 fuera positiva en la armadura superior del condensador el signo de qJsC 
en la ecuacion (3) seria positivo. En estas condiciones, el segundo miembro de la ecuacidn ( 4 ) seria 50/s, con 
lo que circularia una corriente de intensidad i — 5e _2 “ l0 * f A. 

17-7 En el circuito RL representado en la Fig. 17-13 el interruptor permanece en la posicion 1 hasta 
que se esubiece el regimen permanente, y el instante t — 0 pasa a la posicion 2. Hallar la inten¬ 
sidad de la corriente que circula. 
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Supongamos que el sentido de circulation de Ja corriente es el 
que aparece en el esquema. La intensidad initial es i 0 - - SO/25 = 

-2 A, 

La ecuacidn en el dominio del tiempo es 
25/ + bmdifdt) - 100 

Aplicando ia transformation de Laplace en (/), 

25 /(s) -h 0,0is J(s) - 0,01 /{0 + ) = 100/s (2) 

Sustituyendo ;(0+) por su valor, 

25/(s) + 0,01s/(s) + 0,01(2) = 100/s 
100 0,02 10 4 


de donde 

Desarrollando 

Enlonces. 


J{s) = 


10 4 


s(s + 2500) 


s(0,01s + 25) 0,01s + 25 s(s + 2500) s + 2500 

de la ecuacidn {4) en fracciones simples. 


A - 


$ + 2500 J, = 0 
Sustituyendo en Ja ecuacidn (4), 

/(■) = 



_ 10*\ 


8 1 i 53 —2500 


= -4 


4 

$ 


s + 2500 s 4 2500 s s 4 2500 

La transformada inversa de Laplace de la ecuacidn (6) es / = 4 — fo-iswt 

?7-8 En el circuito serie RL representado en Ja Fig. 17-14 se 
cierra el inlerruptor en el instante / = 0, con lo que aJ cir¬ 
cuit se a plica un generador de tensidn exponential v *= 

50 ^-iotJi V oltios. Hallar la intensidad de la corriente que 
circula. 

La ecuadon de este circuito, en el dominio del tiempo, es 
Ri 4 L{di/dt) - v (j) 

En el dominio de la variable s, la ecuacidn (/> adquiere Ja forma 
RI(s) + sL 7(s) - Li{ 0+) = V{$) (g) 


Fig. 17-14 


277 



25n 


0.01 H 


(3) 

(4) 

(5) 


W 



0,2 H 


Sustituyendo en (2) las constames dd circuito y la transformada de la Tuente L($) = 50/(s + 100} 

50 ... 250 


J0/co f s(0.2j/ts) = 


s + 100 


o bien i(s} = 


W 


1 [Wl = r§^’ 1001 + 4- Be’ 50 * 


(s + 10Q)(s + 50) 

Mediante la formula del desarrollo de Heaviside 1 /fsW — s>-\ f F/s) H _ ^ F(a n , 

1 ^ L5S)J ~ „-t. 

P( S ) = 250, Q(s) = * + 150s + 5000, <?'(*} = 2s + 150, «, = -100 y „ 2 = - 60 . Por lant0 . 

i = ^"’[/(S)] = ~r„ 

11 -50 1 50 

17-9 AI circuito serie RC representado en la Fig. 17-15 se le 
a plica un generador de tension senoidal v = ISO sen (2000/ 

+ 0) voltios y el condensador tiene una carga inicial q Q =* 

1250 x 10" 6 culombios con la polaridad indicada. Hallar 
Ja intensidad de ia corriente que circuia por el circuito si 
se cierra el inlerruptor en el instante en que <j> =* 90°. 

La ecuacidn del circuito, en el dominio dd tiempo, es 
25 X10-® jidt - 180 sen (2000f + 90°) (J) 


40i + 
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Aphcando la transformada de Laplace a la ecuacion (7) resuita la ecuacion en el dominio de la variable s. 


inIjy , 1 r , ^ _ toft fs sen 90° + 2000 coa9G 6 1 

40 '<*> + 25X10-«, W + 25 X 10"* s - 180 |- ,2 + 4X10* -J 

Introduciendo en (2) el valor de la carga initial q 0 , 

ISO s 


<•) 


„ , „ 4 X 10 4 ,, , , 1250 X 10-« 

40 ; (S ) + — i -/(») + Mxl0 -., 


s* + 4 X 10 s 


o bien 


m = 


4j5 s* 


(si + 4 x 10®) (s + 10 3 ) s + 10® 


Aplicando la formula del desarrollo de Heaviside al lermino 


4,5 s 2 


(*) 

de (4) resulta 


(s ! + 4X I0 fl )(s + 10 a ) 

P{ s) = 4.5 s*, Q[s) - s® + 10 3 *2 + 4 X 10® » + 4 X 10*. Q'(s) = Ss 2 + 2xlO*s + 4X 10®, 

X 10 3 , o 2 = j2 X 10 3 y a 3 = —10®. En esias condiciones, 

.* _ P(—}2 X 10®) iax ia 3 e + /*(j~2 x 10 3 ) f jaitio 3 t , jF(~lQ a I e -iQ*t _ l 25^^ ,( 


Q'(-j2 x 10®) ~ ' Q'(i2 x IQ 3 ) Q'{- 10 3 ) 

- 0,8 - jQ,9)e^ J1 * l0h + 0,8 + jOW 2 * 10 * 1 - 0 , 35 ^ 

- - 1,8 sen 2000/ + 3,6 cos 2000/ - 0,3 5e 10J ' 

--10*1 


[4) 


= 4,02 sen (2000/ + 116,6") - Q.35*>“ 

Para / = 0, la corrienie viene dada por el cociente entre la tension instantanea —tension de la fuente 
mas tension de la carga del condensador— y la resistencia. Esto es. 


i. . -igSftJS 


-V 


40 = 3,25 A 


Si hubieramos hecho / = 0 en la ecuacion [4) se habria obtenido el mismo resuhado. 


17-10 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-16 la 
tension senoidal del generador viene dada por v = 100 
sen (500/ + 0) voltios. Hallar la intensidad de corriente 
que circula si se cierra el interruptor en el instante en 
que 0 = 0. 

La ecuacion general de un circuito serie RL , en el dominio 
de la variable s, es 

RI{ s) + sL/(s) - L i(0+) = V(s) U) 


La transformada de la fuente para <p = 0 es V(s) = 

Como no existe corriente inicial en la bobina, L ;(0+) = 0. Sus- 
tituyendo las constants del circuito en la ecuacion (7), 

b x 10* 



5Q 


0,01 H 


5 x 10® 


6 7{s) + 0,01 l(i) - s i + 26 x 10-* de d0tldc ;(S) _ (s 2 + 25 X 10“)(s + 500) 

Desarrollando (2) en fracciones simples, 

'< s > = 6 (rrw) + 6 ( 

Entonces, la transformada inversa de (J) es 


s - 7600 ) ^ s 4- 500 
i = 10 sen 500t - 10 co&500/ + 10e-®°° 1 = + 14,14 sen (500t — tr/4) 


<*) 

is) 


17-11 En el Problema 17-10, si la funcion de tension se escribe en la forma 

v = 100e JWK)1 (J) 

se introduce un termino coseno en el generador. Hallar la intensidad de corriente por el cir¬ 
cuito del Problema 17-10 mediante la ecuacion (7). 

Para v = lGOf^ 00 ', L(s) ~ 100/(s -./500), y la ecuacion en el dominio de la variable s es 

5/{s) t 0,01 /(■) = 100/(s — jBOO) y /(>) = lCH/(* - j600)(» 4-500) (J> 


„ , , . , „ , _ 10 - >10 ( -10 + Jio 

Desarrollando en fraccjones simples, i(s) — j&00 * s' + 600 


(S) 
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Jef ^empotr ^ tfanSformada de La P lace a Ia W ^ intensidad de ccrriente en funcion 

i = (10- + (-10 4- 

— 14 > 14^ JCS00( j _|_ (~io + ;'lO)e' rr ^o< 

= 14,14{cos (500( - ir/4) -j- j sen <500f — tt/ 4J> + (-10 + (4) 

dad ^ m ° el f nerad ° r de tenSi<in dei Problema 17 ' 10 conliene l a parte imaginary de (/). la intensi- 
dad que urcula es la pane imaginana de la ecuacidn {4), 

i -- 14 t 14 sen(600i - ir/4) + lOg-soot 

17-12 En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-17 no 
exists carga inicial en el condensador. Si se cierra el in te- 
rru ptor en e! instante t ~ 0, hallar la intensidad de co- 
rriente que circula. 

La ecuacidn dd circuito, escrita en eJ dominio del tiempo, es 

Ri + ^ jidt - V (j) 

Aplicando h transformada de Laplace a los terminos de (V), se 
deduce la ecuacidn en el dominio de la variable s, 

4- sLl (sj - Ll{0 + ) -f -L/( s ) 



0,5 F 


, _ V 

s C ~ 


(S) 


Las condiciones imciales son L i{ 0+ ) = 0 y W sC = 0. Sust.tuyendo las consumes del circa,to en (2) resulta 

2/(s) + Is/(s) + d-/(s) = *2 

50 _ 50 


de donde 


/(*> = 


s2 -f 2s + 2 
DesarroJlando ( 4 ) en fracciones simples, 


/(>) = 


j'25 


(s -i- 1 -i- j)( s + l-j) 

>26 


(s + 1 + 0 ^ (s+l-j) 


U) 


W 


y aplicando la transformada inversa de Laplace a (3) se deduce el valor de la intensidad de corriente en el do- 
minio dd tiempo, 


i - j'26{^c-1 - - e i-i * in} = 50« -( sen t 

17-13 En el circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-18 se eligen las dos corrientes de malla 
como se tndica en el esquema. Escnbir, en forma matricial, el sistema de ecuaciones en el do- 
minio de la variable s y construir el circuito correspondiente. 


6fi 


2 H 






Fig. 17-19 


HI sistema de ecuaciones en el domimo del tiempo es 

5i ! + | f *i dt + 5 «! = « > 10*, + 2(dt,/dt) + Si, = v ( i ) 

Aplicando la translontiada de Laplace en (/) resulta el sistema correspondieme en el dominio de la variable s, 

5/i(s) + j^his) + ^ + 5/ s (s) = F(s) I0/,(s) + 2s/,(s) - 2t 2 (0+) + 5/,(s) = K(s) (S) 

Ahora se puede determinar d circuito pedido en el dominio de la variable s mediante las matrices Z(s) 
/(s) y V{ s). (Vease Figura 17-19.) 


5 4- l/2s 5 " 

~Msr 


" F(s) - qJ2s 

5 10 + 2i_ 

Ji(*L 


_VM + 2*2(0+). 
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17-14 En el circuito de dos raallas representado en la Fi* 
gura 17-20 ballar las intensidades de corriente que 
circulan al cerrar el interruptor, 

El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio 
del tiempo, es 


ion 


10 (, + 0,02 ~ — 0 , 02 ^ = 100 

dt di 


di 7 

0,02 ~ + 5i, 
at 


0,02 ™ = 0 

dt 


</) 



6 0 


Aplicando la transformation de Laplace en (/), 

(10 + 0,02s)/,(s) - 0,02s / 2 (s) = 100/s 
De la segunda ecuacion de (2) se obtiene 

AW = AW 


(5 + 0,02s)/ 2 (s) — 0,02s /)(*) — 0 


(s + 25o) 


y sustituyendo en ia primera ecuacidn del dominio de la variable s, 


(10 + 0.02s)/,(s) - 0>02s|/j(s) (^ - + * 26 -^) j = 


100 

& 


de donde /^s) = 6,67 1 * 

De la segunda ecuacion de [2) se obtiene 


+ 250 ] 

s(s + 166,7) J 


10 3 33 

/i(») = -- s + r 166 7 con lo que q = 10 - 3,33c 

Sustituyendo fJJ en la ecuacion (J) resulta la ecuacion en el dominio de la variable s t 


[ 2 ) 

W 

U) 

(J) 

{ 6 ) 


hi s) = 6,67 


a + 260 
s(s+166 t 7j f s 4- 260 


- 6,67 


(s + 166,?) 


con lo quo f 2 “ 6.67e _iea * Tt (7) 


17-15 Aplicar los teoremas del valor initial y final a las ecuaciones /Js) e 7 2 (s), en el dominio de la 
variable s, del Problema 17-14. 

Las ecuaciones en el dominio de la variable s del Problema 17-14 son 


h(s) = ■ 

6 67 f 5 + 250 1 


/ 2 (s) = 6,67 

/ 1 ^ 

' \s(s + 166,7) j 


\ s + 166,7 j 

El valor inicial de 

i\ viene dado por 




W0) = 

lim [s his)] = 

!■*+ ® 

lim j^6,67 

s + 250 \i 

s + 166,7/ J 

- 6,67 A 

el valor final es 





ij(«J — Jim [s/,(s)l = lim F6,67 f 

i-0 t^O [_ \ 

1 s + 260 V 
+ 166,7 y 

J = 6,67(250/166,7) = 

El valor inicial de 

i 2 viene dado por 




W0) = 

el valor final es 

lim [s/ s (s)] 

i-* «* 

lim ^6,67 J 

* \] 

= 6,67 A 

+ 166,7/j 

Hi* 1 ) 

= lim (s / 2 (s)l = 

J*+0 

lim r6,67 

(s + 166,7 )] 

= 0 


Examinemos el circuito representado en la Fig. 17-20 para comprobar cada uno de los valores imcial 
y final, En d instante de cerrar el interruptor, la bobina presents una impedancia infinita y La corrieme tieoc 
una intensidad = / 3 = 100/110 + 5) = 6,67 A. En cambio, en el regimen permanente, la bobina es un 
conocircuito; es dear, j, — 10 A, i 2 — 0. 
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17-16 Hallar la impedancia equivalente del circuito representado en la Fig. 17-20 y construir el cir- 
cuito con esta impedancia. 

En el dominio de la variable s, La bobina de 0,02 H tiene una impedancia Z(s) — 0,02s, con la que se pue- 
de operar igual que con jwL en el regimen perrnanente senoidal. Asl, pues, la impedancia equivalente vista 
desde el generador es 


Z{*) - 


in + = 0 .3» + 50 

0,02®+ 5 0.02s 4- 5 


= 15 


El circuito de la Fig. 17-21 muestra la impedancia equivalente. 
La intensidad de la corriente que circula es 


Il{ * } Z(s> 


100 ( s + 250 
s 1l5{s + 166;7) 


“ 6,67 {»(» + 166,7) 


w 


Esta expresibn es idcntica a la expresion {5} del Problema 17-14, 
con lo que la funcidn del tiempo es = 10 - 3 t 33e _166 ' 7i . 


/ ■ 4- 166,7 \ 
\ s + 250 / 


Fig.17-21 


( 1 ) 



17-17 En el circuito de dos mallas representado en la Fi- 
gura 17-22 no existe carga inicial en el condensador. 
Hallar las inlensidades de las corrientes dc malla 
e i 2 que circularan al cerrar el interruptor en el 
instante / - 0. 

El sisteraa de ecuaciones del circuito, en el domimo 
del tiempo, es 


10 ft 


10ii + 10f * = 
60i, + 10i, = 50 


50 





: 40 n 


y e! correspondiente en el dominio de la variable s, 

10 7i(s) + + 10 ^(s) = 50/s 


0.2s 


EOJjtfs) + IOJjW = BO/s 


(*) 


o bien en forma matricial, 


~10 + i/0,2s 10 _ 


'60/*‘ 

10 50_ 

M*)\ 

.60/*. 


de donde / t (s) = 5/(s + 0,625) e i 2 = 5e Q 

Para hallar i 2 se sustituye el valor de i x en la segunda ecuacidn (/) del dominio del tiempo; 

50f 2 + I0(5e~ 0,62if ) - 50, de donde i 2 = 1 - 

it 

17-18 En el Problema 17-17 hallar la impedancia equivalente del circuito en el dominio de la varia¬ 
ble s y calcular la intensidad de corriente total y las corrientes en las ramas. 


La impedancia equivalente, en el dominio de la variable s, es 

, 40(1/0.2s) 80s+ 60 

Z(») — 10 + 


10 


/ S + 

V s + 


5/8\ 


40 + I/0,2s 8s + 1 ~~ " + 1/8/ 

En la Fig. 17-23 se representa el circuito equivalente por el que circuia una corriente de intensidad 


I(i) _ m = wJ^t+i/L.1 = 

“ Z{s) ®\10{s + 5/8)| 


, s + 1/8 
> s{s + 5/8) 


Desarrollando la expresidn (2) en fracciones simples, 

de donde 


“ s + s + 5/8 


i = 1 + <«-*'« 


<i> 


(*) 
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ZM 



" r 1 

m 

1 /.<■> 


WtW 4 


* 1/0,2s | 


40 ft 


Fig. 17-24 


Ahora bien, las corrientes I L (s) e / 2 (s) se deduced facilmente mediante la regia de las corhentes deriva-' 
das. En la Figura 17-24, 


/l($) - H*) ( 40+1 /0,2s) 

/ l/0 - 2 s \ 
J*(s) = (^40 + 1 /O .2 J 


s + 5/8 

l 
s 


de dondc /, = Se 


_ c -0.62SI 


s + 5/8 


17-19 En el circuito representado en la Fig. 17-25 se 
cierra el interruptor en el instants t = 0 y no 
existe carga inicial en los condensadores. Hallar 
la intensidad de corriente resultante i que se 
muestra en el esquema. 


de donde i 2 = 1 - e 


ion 


50 V 



La impedancia equivalente del circuito, en el do¬ 
minio de la variable s, es 

Fig. 17-25 


(5 + l/s)(5 + l/0,5s) 
Z (S) - 10 + ( 10 + 1/s + I/O,5s) 

125s 2 + 45s + 2 
s(10s + 3) 

U) 

y la intensidad de corriente, 

V{t) 50 s(10s +3) 

4(s + 0,3) 

(2) 

/(S) = W) ~ * (125s 2 + 45s + 2) 

(s + 0,308 )(s + 0,052) 


Desarrollando la corriente en el dominio de la variable s en fracciones simples 
1/8 31/8 


/(*) = 


s + 0,308 s + 0,052 


de donde 


■ _ l e -o.3oei + f -0,052l 

8 8 


17-20 Aplicar los teoremas del valor inicial y final a la corriente, en el dominio de la variable s, del 
Problema 17-19. 

1/8 31/8 

Como /(s) = 


la corriente inicial es 


= 4 A 


: s 4- 0,308 s + 0,052 

m = fim [s/(s)| = Urn [§(* + 0 . 308 ') + j(s +0.052'). 

y la corriente final es 

,•<«) = lim js/(s)] = Jim [i (s + 0,308~) + ¥ (s + O.Ok)] ■“ ° 

Exammando el circuito representado en la Fig. 17-25 se deduce que, inidalrnente, la resistencia total 
. , - es r m 10 + 5(5)/10 = 12,5 y, por consiguientc, f(0) = 50/12,5 ~ 4 A, En el regimen penna- 

nente, pues, los dos condensadores se cargan a la tension equivalente de 50 V y la intensidad de cornenle por 
ellos es nula. 
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Problemas propuestos 

17-21 Halter la transformada dc Laplace de cada una de las funciones siguientes: 
W fU) = At (c) f(t) = e “ sen tot (el /(;) = cosh cot 

(b) /(<) = re'" (d) f[t) = senh c at ij) /(,) = *-« senh tur 

Sol. (a)-lej Vease Tabla 17-1, (/)-.—^—.— 

(s + af — OJ 2 


17-22 


Haliar la in versa de las transformadas de Laplace de cada 


(O) 

F(sJ 

_ 

s 

id) 


3 


(s + 2)(* + l) 

r^sj — 

s{ 

si -h 6s *f 9) 

(b) 

m 

— 

1 

(e) 


s + 5 


s* + 7* + 12 

— -T 

+ 2s + & 

(c) 

F{sJ 

_ 

5s 

{/) 


2s 4- 4 


s a + 3s + 2 


+ 4s + 13 

SoL 

(a) 

2e~ 

- e~* 

( d ) i 

- Je-st - 

te~*t 


(*) 

e~ 3t — t~*t 

(e) e - 

' : (eoi2r + 

2 sen 21) 


(<0 

lOe 

-2i - B,-r 

if) 

-lf cos 3( 



una de las funciones siguientes: 


(ff) Ffs) 


2s 

(s* +■ 4)(s + 6) 


(ff) ^ cos 2t -f- ^ sen 2r - jjfe-si 


283 


17-23 Un circuito serie AIL, con R = 10 ohmios y L = 0,2 henries, se le aplica en el ins,ante , = 0 una tensuSn cons- 
tame I = 50 voltios. Haliar la .mens,dad de la corrieme por el circuito aplicando el metodo de la transfer- 
mada de Laplace, SoL i = 5 — 5e~ 50f A. 


P7-24 En el circuito sene RL representado en la Fig. 17-26 se mantiene cerrado el interruptor en la position 1 hasta 
que se establece el rtgimen permanente y se pasa a la position 2 en el instante t = 0. Haliar la intensidad de 
corriente que circula. SoL / = 5e~ i0f A. 



-- circuito representado en la Fig h 17-27 se cierra el interrupt or 1 cn el instante t = 0, y en ei instante 
I = r' = 4 milisegundos se abre el interruptor 2. Haliar la intensidad de corriente en d regimen transitorio 
considerandolosintervalos0 < t < i ! y t < /. SoL i = 2(1 - e' 50t>, }A;/= l,06e -t50(N , f “ , ' J + 0 667A. 

17-26 En el circuito serie RL representado en la Fig- 17-28 se cierra el interruptor en la position 1 en el instante 
f = 0 t y en el instante t = t‘ = 50 microsegundos se pasa a la position 2, Haliar la intensidad de corriente en 
el regimen transitorio considerando los intervalos 0 < i < t‘ y / > t\ 

SoL i = 0,1(1 - e’ 2000 ') A; / = 0,O6t' 3000(, ~ r > - 0,05 A* 

17-27 El condensador de un circuito serie RC con R = 10 ohmios y C = 4 micro fa radios tiene una carga inicial 
q n = 800 x 10^ 6 culombios en el instante en que se cierra el interruptor y se aphea una tension V = 100 vol- 
tios, Haliar la intensidad de corriente en el regimen transitorio si la polaridad del condensador es (a) del mis- 
mo sentido que la polaridad de la fuente, (b) de sentido contrario. 

SoL ia) i - -lOf" 25 " 101 ' A; (b) i = 30c“ 25a,Oil A, 

17-28 El condensador de un circuito sene RC, con R s# 1000 ohmios y C = 4 microfaradios, tiene una tierta carga 
inicial q 0 en el instante en que se cierra y se aplica una tension V = 50 voltios. Sabiendo que la intensidad de 
corriente es I 0,D75e' 5Or amperios, haliar la carga y su polaridad. 

SoL 500 x 10 ~ b C, de polaridad opuesta a la correspondiente de la fuente. 
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17-29 En el circuito RC represemado en la Fig. 17-29 se cierra el inlerruptor en la posicidn I en el instante ( = 0 
y en el instante * - /' = It feonstame de tiempo) se pasa a la posicidn 2. Hallar la intensidad de corriente en 
cl regimen transitorio considerando los intervalos 0< / < /' y / > /' 

Sol. i = 0,5e _2OOf A; i = 0,516^^ 200tf - f > A, 



20 Q 

Fig. 17-29 Fig-17-30 Fig. 17-31 


17-30 En e! circuito represemado en la Fig. 17-30 el condensador, de capacidad C lt tiene una carga inicial 
q 0 — 300 x 10 culombtos en cl instante en que se ciena el inlerruptor. Hallar la intensidad de corriente 
en ei regimen transitorio. Soi. / = 2,5e" 3 - 5 * l0 ‘ f A. 


17-31 En el circuito sene RC represemado en la Fig. 17-31 la carga inicial del condensador es q 0 = 25 x 10“ 6 cu- 
lombios y la fuente aplicada tiene una tension v = 100 sen (lOOOt + <f>) voltios. Hallar la intensidad de co- 
rriente que circula si e! inlerruptor se cierra en el instante en que 0 = 30°. 

Soi. i = 0,1535e" 4OO °‘ + 0,0+84 sen (1000f + 106“) A. 

17-32 En un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L = 0,! henrios y C = 500 microfaradios, se aplica en e! ins¬ 
tante t = 0 una tension constame V = 10 voltios. Hallar la intensidad de la corriente que circula. 

Soi. i = 0,72?’ 2 3 ' sen 139/ A. 

17-33 En d circuito serie RLC represemado en la Fig. 17-32 Ja carga ini¬ 
tial del condensador es = 10 3 cuJombios y el in terry ptor se cn^ 
cuentra en Ja posicidn t hasta que se establece el regimen perma¬ 
nents. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que circula 
por el circuito al pasar por el inlerruptor de la posicirin 1 a 2 en el 
instante / = 0. 

Soi i ^ e~ 3il (2 cos 222/ - G,45 sen 222/) A. 

17-34 A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L = 0,2 henrios y 
C — 1 faradio, se le aplica una tension u = 10e -100 ' voltios, en el 
instante / = 0. Hallar la intensidad de corriente que circula, 

Sol i = ~0,666e“ lo °' +- Q 5 67Q<r 14 * s ' - {),004<r°’ 2f A. Fig, 17-32 



17-35 Un circuito serie RLC, con R = 200 ohmios* L = 0,5 henrios y C = 100 microfaradios, contiene un genera¬ 
tor de tension senoidal v = 300 sen (500/ + 0} voltios. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que 
circula al cerrar el interrupter en el instante en que 0 = 30^. 

Sol i = 0,517£ -141 ' 41 - 0,J97^'" 5 ®' 6, + 0*938 sen (500/ - 19") A. 

17-36 Un circuito serie RLC, con R — 5 ohmios, L — 0,1 henrios y C 500 microfaradios, contiene un generador 
de tension senoidal r = 100 sen (250/ + <f>) voltios, Hallar la intensidad de corriente que circula si se cierra 
el interruptor en el instante en que 0 = 0". 

Soi. i = e~ 2U (5,42 cos 139/ + 1,89 sen 139/) + 5,65 sen (250/ - 73,6°) A. 


17-37 En el circuito de dos mallas represemado en la Fig. 17-33 se eligen las corrientes como se indica en el esquema. 
Escribir el sistema de ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo, transformario en d correspondiente 
en d dominio de la vanable * y obtener las intensidades de corriente transitorias /, e L 
Soi. i x = 2,5(1 + e- i0 ") A; f, = Se-"* A. 



2 *F 


Fig. 17-33 


\ 
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17*31 Ed el cireuito de dos mallas representado en la Fig. 17-34 hallar las intensidades de cornente /, e i 2 que cireu- 
Ian al cerrar cl inicrruptor cn cl instantc / = 0. 

Sol. i t - O r Mle~ 10 » + 9,899r» s * A; f 2 = -5,05e" 10Of 4- 5 + 0,5e~A. 


6 n 




17-39 En cl cireuito representado en la Fig. 17-35 el generador de 100 voltios hace circular una corrientc continua 
por la primera malla y el intemiptor sc cierra en el instantc / = 0 introduciendo la resistencia de 10 ohmios 
en paralelo con la rama que contiene la asociacidn en serie de R — 10 ohmios y L = 2 benrios. Hallar las in¬ 
tensidades de comente que resultan. Sot. i t = l,67e" 6,671 + 5 A; i 2 - -*0,555<r 6,67f + 5 A. 

17-40 El cireuito de dos mallas representado en la Fig. 17*36 contiene un generador de tensidn senoida! v - 100 sen 
(200/ + <p) voltios. En el instante / = 0, en que e! ingulo 4> = 0, se cierra el interruptor poniendo en paralelo 
la segunda resistencia de 10 ohmios con la primera. Hallar las intensidades de las comentcs de malla que circu- 
lan con los sentidos marcados en el cireuito. 

Sol. /, = 3,0I^~ IOO ‘ + 8,96 sen (200/ - 63,4°) A; i 2 = 1,505^“ l00 ' + 4,48 sen (200/ - 63,4°) A. 
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